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Proprietà Letteraria 



Le questioni intomo agli sviluppi delle funzioni di 
una variabile reale data arbitrariamente in un certo 
intervallo, hanno formato soggetto degli studi dei piti 
celebri geometri, segnatamente da una cinquantina 
d^anni a questa parte. 

Pubblicare un libro che riunisse i principali fra 
questi studi, insieme a quel poco che avessi potuto 
aggiungervi di mio, e dare così un seguito al libro gili 
pubblicato col titolo , Fondamenti per la teorica delle 
funzioni di una variabile reale ^ fu dapprima il mio 
intmdimento. 

Questo concetto però si è andato man mano slar- 
gando, specialmente perchè, rinvenuto un processo ge- 
nerale, ho potuto dedurre con metodo uniforme gli 
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sviluppi conosciuti fin ora ed altri nuovi o non per 
anco completamente dimostrati, dandoli, a mio credere^ 
in un modo pienamente rigoroso; e così il libro, che 
secondo i miei primi intendimenti avrebbe dovuto pre- 
sentarsi al pubblico sotto le più modeste apparenze , 
viene ora a prendere una mole alquanto considerevole. 
Ho reputato opportuno perciò il dividere il libro stesso 
in due parti; dando nella prima tutto quello che si 
riferisce alla possibilità degli sviluppi, e riunendo nella 
seconda quello che si riferisce alle proprietà degli svi- 
luppi medesimi, come ad es. alla loro convergenza in 
ugual grado, alla loro integrabilità o difierenziabilità 
termine a termine^ alla unicità ec. • . 

Non entrerò in dettagli né per ciò che riguarda 
la prima, né per ciò che riguarda la seconda parte. 

Dirò solo che nei metodi seguiti ho sempre cercato 
di conservare la maggior generalità possibile; ed è per 
questo appunto che ì varii risultati li ho potuti ottenere 
colla più grande semplicità, e senza bisogno di lunghi 
calcoli, e ho ^tuto trovare altresì che la maggior 
parte dei risultati medesimi, che fin ora erano stati 
dati con processi speciali e calcoli assai laboriosi pel 
caso soltanto degli sviluppi di Fourier, valgono anche 
per altre classi estesissime di sviluppi. Il vantaggio di 
quei metodi poi, oltre che nel loro carattere generale, 
sta anche nella circostanza che in essi le difficoltà tro- 
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vansi separate in dae; Tana cioè relativa alla funzione 
da svilupparsi y e T altra relativa soltanto alla natura 
dello sviluppo. In tal modo per es. volendo ricono- 
scere se un certo sviluppo è possibile y s'incomincia sem- 
pre dal fare alcune verificazioni sugli sviluppi di quella 
forma indipendentemente dalla funzione da sviluppar- 
si ; e dopo di aver fatto queste verificazioni, i teoremi 
generali del Cap. Ili nei quali si ha riguardo soltanto 
alla natura della funzione negli intomi dei punti nei 
quali vuole svilupparsi, danno subito alcune classi di 
funzioni alle quali lo sviluppo è applicabile. Fra queste 
funzioni si trovano sempre quelle che negli stessi intorni 
non fanno oscillazioni, e nella maggior parte dei casi 
vi si trovano anche alcune classi estesissime di fun- 
zioni con infiniti massimi e minimi. 

Di fronte però al vantaggio che porta seco la gene- 
ralità che ho mantenuta, si ha V inconveniente che gli 
enunciati di alcuni teoremi vengono forse troppo pro- 
lissi, e talvolta occorre entrare in considerazioni al- 
quanto minuziose; ma tali inconvenienti mi sembrano 
ben compensati dai vantaggi che per altri lati se ne 
hannO; e dalla importanza dei risultati che se ne ot- 
tengono. 

Questo libro presenta certamente dei difetti, alcuni 
dei quali però sono più specialmente da attribuirsi alla 
circostanza che la sua pubblicazione si è fatta a inter- 
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valli, e con concetti che, corno già ho detto , si anda- 
vano soltanto a poco a poco svolgendo. Voglio ciò non 
ostante sperare che i cultori della scienza non lo tro- 
veranno del tutto privo di un qualche valore; e ad ogni 
modo sarò lieto se, per T insieme dei risultati che in 
esso trovansi riuniti , contribuirà, ad agevolare lo stu- 
dio di una delle parti più belle dell' Analisi moderna. 

Pisa, Ottobre 1880. 



PARTE PRIMA 



POSSIBILITÀ DELLE KAPPRESENTAZIONI AHALITICHE PER LE FUNZIONI 

CATB ARBITRARUliENTE IN EN CERTO INTERTiLLO 



L Considerasioni generali. 

1. Uno dei problemi più interessanti delP analisi è quello 
di cercare se e in quali casi le funzioni di una variabile reale 
date arbitrariamente in un certo intervallo finito o infinito (a,&) 
possono esprìmersi analiticamente per ogni valore di x fra 
a e 6, per modo cioè che i valorì della funzione data per questi 
valori di X possano tutti ottenersi per mezzo di una serie finita 
o infinita di operazioni di calcolo da farsi sulla variabile. 

Però un problema posto in uua maniera così generale 
non potrebbe risolversi, o almeno difficilmente potrebbe aversi 
un metodo per trattarlo, ove non si stabilisse qualche cosa 
intomo alla natura della espressione analitica che, quando la 
cosa sia possibile, dovrà rappresentare la funzione; ed è perciò 
che nelle ricerche di questo genere che finora sono state fatte 
si è sempre limitato il problema stesso cercando soltanto se ed 
in quali casi una funzione data arbitrariamente in un certo in- 
tervallo può avere una espressione analitica di forma data. 

I risultati che così si sono ottenuti possono dirsi di una 
straordinarìa importanza, non tanto per l'Analisi, quanto, e 
più specialmente, per le loro applicazioni alla Fisica matema- 
tica ; e noi ne esporremo alcuni dei principali , avendo però 
più particolarmente in mira la rappresentazione analitica delle 
funzioni di una variabile reale per mezzo di serie convergenti 
formate con date funzioni speciali della variabile, o per mezzo 
di certi integrali definiti . 



2. Il problema generale della rappresentazione analitica 
delle funzioni di una variabile reale data arbitrariamente in un 
certo intervallo, sarebbe sorto naturalmente dopo la introdu- 
zione che Dirichlet fece nella scienza del suo concetto di fun- 
zione (*). Limitato però alla rappresentazione delle funzioni per 
mezzo di serie trigonometriche, questo problema può dirsi ormai 
vecchio e celebre nella storia della -scienza; e può dirsi anzi 
che per esso appunto Dirichlet sia stato condotto alla sua defi- 
nizione generale della parola funzione. 

Questo problema infatti si è presentato per la prima volta 
verso la metà del secolo scorso nel trattare una questione di 
Fisica matematica, quella cioè delle corde vibranti. 

Coù alcune supposizioni prossime alla realtà, era stato 
trovaliaché la forma di una corda che vibra in un piano, alla 
fine del .tèmpo t è data dalla equazione a derivate parziali : 

ove a è una costante, e or e y sono le coordinate ortogonali 
situate nel detto' piano coir origine in uno degli estremi della 
corda, e V asse delle x disposto secondo la retta ( orizzontale ) 
che passa per gli estremi della corda stessa, 

D'Alembert prendendo a studiare questo problema delle 
corde vibranti, trovò pel primo che la soluzione generale della 
equazione (1) era data dalla formola: 

y= Aoo+^) + <p(j?— a^)» 

ove /^ e 7 sono due funzioni arbitrarie; e poi osservando che, se l 
è la lunghezza della corda nella posizione di equilibrio, y do- 
veva essere zero per qualunque valore di t ai punti estremi 
a^=0, x=d della corda, ne dedusse che le funzioni f e ^ do- 
vevano soddisfare alle equazioni : 



(*) ÀTanti Dirichlet, per es. da MoDge, si era definita la parola funzione in 
on modo qoasi cosi generale come, quello di Diriclilet; però allora vi era sempre 
espresso o sottinteso il concetto della esistenza di uua data espressione analitica 
per la funzione medesima. 



/Taf) = _ f (_a<) ^ f[l-\-od) ^{l-oit) , 

le quali cambiando at in » davano: 

m = - 'Pi-') = - ?( i-{i-\-') ) = /12 ?+2) , 

per modo che si poteva concladere che la soluzione generale 
del problema delle corde vibranti era contenuta nella equazione: 

ove ^ è il simbolo di una funzione arbitraria per la quale si 

ha Az>=/(2?+0. 

Dopo D^ Alembert, anche Eulero prese a trattare il pro- 
blema di cni parliamo^ e trovò che la funzione f, e quindi le 
vibrazioni della corda restavano pienamente determinate, quan* 
do era data la forma della corda e la velocità di ognuno dei 

suoi punti ( cioè V ^ ^) ^ ^^^ venne a completare la solu- 
zione del D^ Alembert. 

La memoria di Eulero diede occasione ad un altra di 
D'Alembert nella quale egli mosse alcune obiezioni contro la 
estensione fatta da Eulero del suo metodo; e dopo questa ne 
comparve una di Daniele BemoulH nella quale venne data 
una nuova soluzione del problema fondata sopra una osserva- 
zione fatta qualche tempo prima da Taylor. 

Taylor aveva osservato che la funzione: 

m:x unta 
y=r sen — y- cos — y— i 

con n intero qualunque soddisfaceva alla equazione (1), e alle 
condizioni y=0 per 07=0 e x=l qualunque sia ^, e aveva 
spiegato così il fatto fisico che una corda , oltre il suono 
fondamentale che gli è proprio, può dare anche il suono fonda- 
mentale di una corda della stessa costituzione e di |una lunghezza 

o ' *? w * ' * * àeWsk sua; Bernoulli guidato da questa osserva- 
zione, e dair altra che una corda poteva dare anche contem- 
poraneamente questi suoni, ne dedusse che essa avrebbe potuto 
vibrare anche conformemente alla equazione: 



(2) y= Zi Un sen — r— cos ^ -^ 

ove le an e òn sono costanti arbitrarie'; e poi avendo ricono- 
sciuto che con questa formola qualsiasi fenomeno del suono 
veniva spiegato, ne concluse che essa doveva essere la formola 
generale • 

Dopo questo lavoro di Bernoulli ne comparve un altro 
di Eulero nel quale questo celebre matematico rispondeva alle 
obiezioni fattegli da D'Alembert, e osservava contro Bernoulli 
che , siccome per ogni valore del tempo t la formola (2) dava 
la equazione della corda sotto la forma: 

(3) y=» £ an sen —=—■ > 

bisognava concluderne che la detta formola (2) non sommini- 
strava la soluzione generale del problema, in quantochè, almeno 
per un dato istante la forma della corda poteva darsi arbitra- 
riamente, ^e non era dimostrato che una curva qualunque data 
arbitrariamente fra due ascisse e l potesse sempre rappre- 
sentarsi con una equazione della forma (3); e anzi si riteneva 
allora come impossibile di rappresentare una curva algebrica, 
o più generalmente una curva analitica data e non periodica, 
per mezzo di una espressione periodica come quella scritta 
sopra anche come V altra : 

(4) ys= 2i a» sen — y h ^ P» cos -y- . 

Il problema era portato a questo punto, e incidentalmente 
aveva dunque fatto nascere la questione se una curva data arbi- 
trariamente fra e Z potesse o nò rappresentarsi sempre con 
una equazione della forma (3) o (4), per quanto, ritenendosi 
allora la cosa del tutto impossibile, una tal questione venisse 
posta immediatamente da parte; ne ancora le questioni sorte 
fra Eulero, D' Alembert, e Bernoulli potevano dirsi decise, ma 
soltanto Eulero e D'Alembert si trovavano d' accordo nel rite- 
nere che la soluzione del Bernoulli non fosse la soluzione ge- 
nerale del problema delle corde vibranti^ 



Fu altora che Lagrange, ancor giovanissimo, prese a stu- 
diare egli pure il problema, e ne dette una soluzione in un modo 
tatto nuovo, quantunque non altrettanto rigoroso. In questo 
lavoro egli ebbe occasione di dare la formola che esprime per 
una serie finita di funzioni circolari la ordinata di una curva 
che passa per un numero finito di punti disposti comunque su 
rette equidistanti parallele air asse delle y ; ma per quanto, 
avendo usato il segno J^ per rappresentare quelle somme che 
ora rappresenteremmo con £, e avendo usato il segno dx per 
rappresentare l' intervallo finito A a?, Lagrange giungesse a un|i 
formola che col farvi n=oo concorda pienamente con quella 
che fu trovata più tardi per una funzione qualunque, à certo 
però che, avendo il Lagrange tralasciato di studiare il passaggio 
dal finito alP infinito, la questione della possibilità o impossi- 
bilità di rappresentare una curva data arbitrariamente in un 
certo intervallo con una equazione della forma (3) o (4) restò 
ancora insoluta. Né l'insieme della memoria di Lagrange mostra 
che egli pensasse che una funzione del tutto arbitraria potesse 
realmente rappresentarsi con una serie di seni o con una serie 
di seni e coseni ; ma anzi mostra piuttosto che egli intraprese 
il suo lavoro perchè credeva che queste funzioni arbitrarie non 
fossero esprimibili per una formola, e solo credeva che le serie 
trigonometriche potessero rappresentare ogni funzione periodica 
data analiticamente. 

3. Dopo^il lavoro di Lagrange, la questione della possibilità 
della rappresentazione per serie trigonometriche delle funzioni 
date arbitrariamente non fece alcun passo per circa un mezzo 
secolo; quando inaspettatamente Fourier nel 1807, più per di- 
vinazione è vero che per dimostrazione, dette la formola che 
porta il suo nome, e mediante la quale ogni funzione f{x) data 
arbitrariamente fra — n e tt, sotto certe condizioni pochissimo 
limitative viene rappresentata analiticamente in serie trigono- 
metrica della forma : 

(5) f{x) =: 2 j an cos n x-^-bn sen w ir | , 
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ove a» e bn sono coefficienti costanti che risultano determinati 
dalle forinole: 

1 n 1 r^ 1 r^ 

(6) an=~ I f(ir)dxyan=— I /*(a?)co8wxrf.r,6„=:__ / f{z)8eunx da^^ 

per tutti i valori di n. 

Per giungere alla sua serie, Pourier osservò che se f{x) è 
la somma della serie: 

00 

(7) Zi ! «» cos nx A-bu sen n a: i , 



uguagliandola a f(x)^ e moltiplicando poi i due membri una 
volta per cosmo; e un altra per sen mx e integrando fra — v 
e 7, si trpva: 

I f{x) cos ìnxdx=^[an 1 cos nx cos mxdT-^-bn 1 senn27cos9}u;{ia? ] , 

J—7C 0\ J— 3C ^— TT / 

fic ^f rie rn \ 

I f(x)seTifnxdx=2à\^ 1 cos ww; senno; dar+J» / sen na: sen ma? cte 1, 
e quindi , avendo riguardo ai valori noti degli integrali 

rie rie 

I cos nx cos mxdx , / sen n x cos mxdx , . . . , pei diversi 

valori di interi men^ ne dedusse che i cofficienti della serie (7) 
vengono determinati appunto dalle formole (6) , e ne concluse 
allora senz'altro che la formola (5) ove an e &m erano dati 
dalle (6), e che egli riscontrava giusta per funzioni particolari 
anche discontinue, serviva a rappresentare qualunque funzione 
data in una maniera del tutto arbitraria pei valori di x fra 
— ic e ic • 

4. Fourìer presentò il 21 Dicembre 1807 alla Accademia 
delle Scienze di Parigi la memoria nella quale si trovano i 
risultati ora indicati; e questi risultati che Lagrange contestò 
nel modo il più formale, trovarono ben presto applicazioni me- 
ravigliose nella fisica matematica ove numerosi esempi persua- 
denti ne confermavano ogni dì più la esattezza . 



Àstrazion fatta però anche dalla obiezione che ora fareb- 
besi al processo che condusse Fourier alla sua formola , per 
avere egli in questo processo applicata una integrazione per 
serie termine a termine senza dimostrare prima la legittimità 
di questa operazione , è certo che il processo stesso presenta 
un altro difetto capitale perchè ammette a priori la possibilità 
dello sviluppo della funzione data f{x) sotto la forma (7), il 
che è quello appunto che trattavasi di dimostrare ; talché, an- 
che dopo la memoria di Fourier, la questione della rappre- 
sentabilità di una funzione f\x) data arbitrariamente fra — tc e tc 
per mezzo di una serie trigonometrica della forma (7), restava 
ancora del tutto insoluta. 

5. I risultati di Fourier però gettavano gran luce sulla 
questione, perchè non ostante le obiezioni ora indicate, il 
riscontrare che essi erano giusti nei singoli casi nei quali 
venivano applicati faceva acquistare la presunzione della loro 
esattezza^ se non in generale, almeno in casi estesissimi. Con- 
veniva perciò allora ammettere come data la forma della serie 
trigonometrica (7), e cercare in quali casi generali la serie 
stessa è convergente pei vari valori di x fra — ir e tc e ha per 
somma la funzione data f(x\\ e questa ricerca tentata prima dal 
Cauohy, fu fatta poi rigorosamente la prima volta da Dirichlet 
in una memoria pubblicata nel Voi. lY del Giornale di Creile 
ai primi delP anno 1829. 

6. Dirichlet osservò dapprima che le serie della forma (7), 
o le altre: 



(8) 



ove: 



1 ^ 

^ «o + 2(^" ^^ nx-^hn sen nx ), 



1 r^ 1 r^ 

9) an=' — / f{x) cos nxdx , 6„ = — / f{x) sen fix dx , 



(9) 



non sono sempre convergenti indipendentemente àaW ordine dei 
termini; e quindi per decidere della loro convergenza non biso- 



8 

gna riferirsi al modo secondo cai tendono a zero questi termini, 
ma bisogna cercare il limite verso cai converge la somma dei 
primi n o n-j-l di essi quando n cresce indefinitamente, e 
vedere se questo limite è o nò determinato e finito; e per di- 
mostrare poi che questa serie ha per somma f(x)^ almeno in 
dati casi, bisogna anche far vedere che il detto limite è ap- 
punto f{x). 

Dietro questa osservazione, la questione si riduceva a 
cercare il limite della somma dei primi nqn-^l termini della 
serie (8) ; e poiché la somma di questi n-f-l termini , quando 
si pongano per le ow e &m i loro valori (9) e si muti x in a 
fuori dei segni integrali, può scriversi: 



—j A^) y +2^08n(a?~a) dx, 



e per essere (*) 

(10) ^ + 2cos n{x^)^ j 

1 2 sen-(a? — a) 



(^ La dimoBtrazioDd di qaeata formoU ,8Ì fa nel modo sedente* Si osserva 
che posto: 

g = ^ Qo» r Q I 
1 
si ha: 

2ScO8e = £2cO8 0CO8r0=5; } 008(r+l)e +C08(«^1)6 { = 

1 1 ; ' 

n 
=«22co8ro4"^^( •+! ) — CO» « + 1 — CO» f 

1 



ovrero: 



da cui: 



(s +t)(i- «« « = 



8 ( H +-r 1(1- co. e) = 2 sen ^^ 9 «n -|- , 



^ 1 2 Ben4 



sì ridnce all' integrale; 



1 ri: 8«n —5 

r,m'^ — 



sen — jj — (« — a) 



(11) izin^) — f dx, 

sen 2 (a?— a) 

il problema venne così ridotto alla ricerca del limite di questo 
integrale per n= oo; e cercando allora effettiramente questo 
limite, Dirichlet giunse a dimostrare rigorosamente che una 
funzione f{x) di x che è data arbitrariamente fra — ir e ir, e 
che in questo intervallo è sempre finita e non ha un numero 
infinito di massimi e minimi , per tutti i valori di x compresi 
fra gli stessi limiti pei quali è continua paò rappresentarsi per 
mezzo della serie (8) ; e pei valori di x interni air intervalla 
( — Tc , ic) pei quali la funzione stessa è discontinua ( le discon- 
tinuità venendo allora ad essere discontinuità ordinarie) (*), la 
serie (8) dà il valore ^medio fra i due verso cui tende la funzione 
quando ci si avvicina indefinitamente a quel valore di x dalle 
due parti di esso; vale a dire se a è un punto intemo alP in- 
tervallo ( — t: e ir]) nel quale la funzione è continua discon^ 
tinua la somma della serie per x=a può sempre rappresentarsi 

con 5|/( a+0 ) + /( a — )| ; mentre pei punti estremi ±jc la 

somma della serie è o|/(ic+0) + A^~'0)1 • 

7. Dirichlet fece inoltre una estensione del suo teorema 
considerando anche alcune classi di funzioni che divenivano in- 
finite in alcuni punti fra — ir e ic, e che, avendo soltanto un 
numero finito di massimi e minimi, non potevano naturalmente 
essere infinite altro che in un numero finito di punti; e in 
fine della sua memoria aggiunse ( senza però neppure acceur 
nare alla dimostrazione ) che il teorema stesso sarebbe stato 
applicabile a tutte le funzioni, anche dotate di un numero 

(*) V. per M. il mto libro FondavMnti per la teorioa deUe funnoni di varia" 
h&i rtali al §. 187. 6.^ In ciò che stagno lo cìtiziotii a questo libro saranno iDdicate 
col sogno [ m. 1. ]. 
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infinito di massimi e minimi, per le qaali gli integrali che 
compariscono nelle espressioni dei coefficienti a» e bu hanno un 
significato ( nel senso inteso da lui ); includendo così fra le 
funzioni rappresentabili per tutti i valori di x fra — k e ic 
mediante la serie (8) tutte le funzioni finite e continue. 

Quest^ ultima asserzione di Dirichlet è stata trovata ora 
inesatta dal sig. Du Bois-Reymond; però i lavori di Riemann, 
quelli di Lipschitz ( negli ultimi dei quali V asserzione di Di- 
richlet fu per la prima volta messa in dubbio), e quelli di Du 
Bois-Reymond e di altri hanno aggiunto alle funzioni con un 
numero finito di massimi e minimi per le quali Dirichlet dimo- 
stra rigorosamente il suo teorema altre classi estesissime di 
funzioni continue e discontinue con un numero infinito di mas- 
simi e minimi, al punto da potere asserire che, almeno nello 
stato attuale della scienza, finche la si riguardi nelle sue appli- 
cazioni ai fenomeni naturali, la formola di Fourier è applicabile 
in casi Anche ben al di là di quelli che occorre di considerare. 

8. Noi esporremo i principali fra i risultati che sono stati 
ottenuti, per gli sviluppi in serie di Fourier e per altri; e per 
questo dovremo prendere a studiare gli integrali della forma 

I f{x) ax^ \ f(x) d a? con << a < ft < dai 

.'o sena? J^ wnx 2 

quali, come vedremo, vengono a dipendere gli integrali (11) 
che conducono alla somma della serie di Fourier (8), e dovremo 
studiarne anche altri più generali; però, onde procedere con 
ordine, noi premetteremo alcuni teoremi sugli integrali della 

forma / f(x) rp(7;) dx , che, potendo essere utili anche in altre 

teorie, saranno da noi esposti con maggiore generalità di quella 
che qui sarebbe necessaria, e ne esporremo alcuni sugli integrali 

•i rb 




sen A a? _ I senAic , . . ., . . .. 

dx. f dx CUI SI riducono i precedenti 

sena? Ja sena; 

nel caso particolare di /l(a;)=l. 
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n. Teoremi preliminari di Calcolo Integrale. 

rb ^ 

9. Consideriamo T integrale / f{x)^{x)dx ove ae&sono 

numeri qualunque finiti o infiniti, e f{x) e ^x) sono funzioni 
atte alla integrazione fra a e &, una delle quali per es. fix) è 
sempre finita, e V altra può anche essere infinita in un gruppo 
finito o infinito di punti di prima specie fra a e i, ma in mòdo 
però che anche il prodotto f{x) rf{x) sia atto alla integrazione 
fra a e 6. 

Supponendo allora dapprima che fra a e 6 la funzione ^{x) 
sìa sempre dello stesso segno, si può ricordare che si ha la 
formola ( m. I. §§. 190, 230, 247 ): 

(1) (m'f{^)dx^J \ff{x)dx, 

ove f indica un numero compreso fra i limiti inferiore e supe- 
riore dei valori di f{x) nell'intervallo' (a , 6) d'integrazione, 
per modo quindi che quando f{x) è continua fra a e 6 (a e & 
incl. ) /" è un valore /*($) di f{pS) che corrisponde a un valore £ 
di X preso fra ae6(ae& incl. ) . 

Nel caso particolare poi in cui a e 6 sono ambedue finiti 
e fra essi la funzione ^(ar) è sempre finita, allora anche se essa 
ha dei cambiamenti di segno fra a e 6, indicando con ^q il 
limite superiore dei suoi valori assoluti o un numero maggiore, 
e con /" e /" due numeri determinati compresi fra i limiti infe- 
riore e superiore dei valori di /(a?) neirintervallo d'integrazione, 
si può osservare che siccome 9(0?) +??o ^^^ ^ ™*ì negativa fra 
a e ò, la foimola precedente ci darà l'altra: 

Xh rb rb 

f(x)j{x)dx= I A^)l?^(^)+?o|<^— To / f{os)dx = 

•6 



f ^{x)dx hrp^f / dx — f^f I dx, 
a Ja Ja 
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ovvero : 



(2) ì f{^)^{^)dx=f l ^{x]dx-^%ff^\){h'-a\ 

essendo 9„ un numero compreso fra — lei ( — 1 e 1 inclus.), 
e D l'oscillazione di f{x) frsk a e b. 

Qualunque poi sia il segno della funzione rp{x) fra a e 6, 
se essa è sempre finita e atta all' integrazione, e se f{x) col 
passare di a? da a a i non è mai crescente o non è mai decre- 
scente, si ha la formola (m. l §§. 213 e 262): 

(3) I fix)'i{x)dx^f{a+0) hp(x)dx + f{b-0) ftp{x)dx , 

o anche: 

rb rb rb 

(4) / f{x)^{x)dx^f{a+{)) / rf{x)dx+\f{b^Q)^f{a^Q)\ / rf{x)dx, 

ove A<*+0) e/l[ò— 0) indicano i valori liiniti di f{x) per ir=a+0 
e a?=6 — che certamente hanno un significato, S è un numero 
determinato compreso fra i due numeri a e 6 che possono essere 
finiti o infiniti, e si suppone a<C}>\ e queite formole valgono, 
come vedremo, anche nel caso in cui 9(0;) diviene infinita fra 
a e 6 restando atta all' integrazione (*; . 

10. Alle formole precedenti se ne possono aggiungere altre 
che ci torneranno poi j utili . 

Ammettiamo perciò, come già si fece sopra, che la fun- 
zione f{pc) sia sempre finita e atta all'integrazione fra i numeri 
finiti infiniti aeò, e l'altra ^\x) possa anche essere infinita 
ma in modo che, oltre alle funzioni f{x) e 9(2;), anche il loro 
prodotto f{x)tf{x) sìa atto all'integrazione fra a e ò (come per es. 
avviene (m. l. §§. 226, 245) se ^{x) è sempre finita,' o se, 

• 

(*) Nel mio libro ho attrlbaito le formole (8) e (4) a! sig. Weierstnus, però, 
dietro quanto dopo ho sapato, il lig. Weierstrass le comunicò nelle sne lezioni ai 
suoi scolari, ma il sig. Da Bols-Beymond le pubblicò per il primo . ( V. Gioro. 
di Borchardfc Voi. 69, pag. 82 ). 






^ 



13 

essendo infinita, la funzione f\{x) dei suoi valori assoluti è atta 
anch' essa alla integrazione fra a eh) (*). 

Allora se per es. a<CJby indicando con «i , o^i •• . «m— | n — 1 

punti presi fra a e i in modo che sia a<Cai<^ai<C 

<^aM~i <C&9 si avrà identicamente : 

* 



Ja ''a 

+ r\fi'') - Ao) 1 ?(^) à X +J')f{x) - f{a,) \<f(x)dx + ...-\- 

+•/ ^f{x)~f{a^^\fix)dx, 

JN.. - 



n Al casi noti d* intograbilltà dei prodotti /(e) ?(»} quando ambedae le fnn- 
lioni /[«), ?(«) SODO atte alla iotegi azione fra a e ò si paò aggiungere 1* altro « che 
- le foDzion» fyx) e f (x) non divengano infinite insieme e che negli intomi dei panti 
• d* infinito deirona di esse, per es., di f'(x), T altra /^x) sia ooDtinaa.e abbia nn 
■ estremo oscillatorio \. fluito e atto airiategrazione •*. In qnesti intorni infatti il 



) / ?(«)daj 



prodotto y(x) f f»(x)dx sarà finito e continuo, e per uno dei tnoi estremi oscillatorii 



v/> 



potri prendersi (m. 1. §. 269) la somma > I 7(x) dx-f/C') ?(')i ® Questa somma sari 

Va 
atta air integrazione negli stessi intomi; quindi poiché lo stesso accade della sua 

prima perte > . f 7(x) dx , altrettanto avverrà del prodotto f{x) f (x) , come appunto 



volevamo mostrare. Alla condisdone poi che >y sia finito e atto all'integrazione 
negli indicati intorni si può evidentemente sostituire Taltra che se \. ò infinito esso 
resti atto all'integrazione anche ridotto ai soci valori assoluti, o almeno non vi di* 



venga infinito altro che in nn numero finito di punti e l'integrale / ?(x)dx nel 
medesimi intorni non tactia infinite oscillazioni ec. 



> / ?(a!) à X 
Ja 
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(6) . . . . 



/ <p(x) dx ^ I ^{x) dx ^ . . . . I rp{x) dx , 



sono sempre dello stesso segno o nulli e non vanno crescendo 
in valore assoluto, siccome» le somme successive dei loro coef- 
ficienti sono comprese fra /l[a) — Le /(a) — Z ove Le/ sono i 
limiti superiori e inferiori di f{x) fra a e 6, per un noto 
teorema di Abel ( vedi per es. m. 1. §. 89 ) la somma dei pri- 
mi n — 1 termini del secondo membro sarà compresa fra 

\ A«) ~^^\ I 9Ì^) dx Q \f{a) — 1\ ì ^{x)dx^ e potrà quin- 
Ja Ja 

di indicarsi con \f{a) — f \ \ ^{jf)dx^ essendo /'un numero com- 

Ja 
preso fra il limite inferiore e il limite superiore di f{x) fi*a a e &. 
Invece se gli integrali (6) sono dello stesso segno o nulli, 
ma non vanno decrescendo in valore assoluto, allora sempre 
per il teorema di Abel si vedrà che la somma dei primi n — 1 
termini del secondo membro della formola precedente è com- 

presa fra { l—fi^a^^ j / ^x)dx e |L— /][a„_|)j / ff{x)dx 

^a Ja 

e può quindi indicarsi con [f^f{aLn^^)\ j ^{x)dx; e si può ag- 

Ja 
giungere che in ambedue questi casi invece della somma dei 

primi n — 1 integrali si potrà considerare quella dei primi n 
quando anche gli integrali : 

j^{x)dx^ lf{x)dx^ .... j(p{x)dx^ I f{x)dx 
Ja Ja Ja Ja 

siano dello stesso segno o nulli e non vadano crescendo, o non 
vadano decrescendo, in valore assoluto, salvo in questo ultimo 



caso a 



sostituire al prodotto \f— f{aLH^^)\ j ^{x)dx T al- 

Ja 



trof 



r 

I (p{x)dx. 
Ja 



lo 



Indicando poi con Dj, D^, . . Dm le oscillazioni di f{x) 
negli intervalli (a,a{), («{ ^ 04) - - • (^n-i 9 ^)i si ▼ede chiara- 
mente, che Re ^^{x) è la funzione dei valori assoluti di ff{x) 
fra a e 6 ed è atta alla integrazione in questo intervallo, la 
somma degli ultimi n integrali del secondo membro della (5) 
sarà numericamente inferiore alP altra : 

e se la funzione rf{x) sarà sempre finita fra a e &, e il limi- 
te superiore dei suoi valori assoluti sarà <po, la stessa somma 
sarà anche numericamente inferiore all' altra: ^q £ 8, D#, ove 
S| , Sj , . . . 8« indicano gli intervalli (a , a^) , (a^ , a^) . . . 
(on^i 1 ft); talché indicando con 84,8^, O3 numeri compresi 
fra — 1 eie con D 1' oscillazione totale di f{x) fra a e 6, 
resta ora dimostrato che „ quando fra a e & le funzioni f(x) e 
, ^{x) sono atte alla integrazione insieme al loro prodotto f[x)f{x)^ 
, e la f{x) à sempre finita, indicando con a| , Oa , . . an-i 
„ dei punti fra a e 6 presi in modo che gli integrali: 

(7) / f(x) dx , I rf(x) dx , . . . j (f{x) d x 

, siano tutti dello stesso segno nulH e non vadano mai ere- 
9 scendo o non vadano mai decrescendo in valore assoluto, si 
„ avranno le formole: 



(8) 



\ A^W)dx=K^\+A^Ò f^{x)dx+%JP' f?7(kdx, 

, ove D è l'oscillazione di f{x) fra a e 6 , X^ è il massimo fra 
, i valori assoluti degli integrali (7), e tf^{x) è la funzione dei 
, valori assoluti di 'f (or) fra a e 6 che, nel caso della seconda 
. formola, si suppone atta anch'essa alla integrazione nel me- 
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^ desixno intervallo (a, 6); e se gli integrali / <p^(x)dx sono 
j, inferiori a A si arra anche: 



li 1 <p^{x) d X 



(9) 



Ja Ja 

, mentre nel caso in cui anche ff{x) è sempre finita fra a e 6 
, e 9q è il limite superiore dei snoi valori assolati o nn na<- 
, mero maggiore si potrà anche scrivere: 

Xh rb 

f{xyf{x)dx=%m,+f{ain^,) / rf{x)dx+9^^,2^.\)., 

« ove sMntende che il segno £ venga esteso agli intervalli (a , a|), 
9 (<^i 1 ^)y • • 9 (^^n— i 9 ^) ^^ S^^*' abbiamo indicato con S^ ^^ , . . . Su « . 

In particolare dunque se T integrale / f(x)dx fra a e 6 

Ja ) 

ha dei massimi pos'tivi che non vanno crescendo o non vanno 
decrescendo, o ha dei minimi positivi pei quali si verifica la 
stessa particolarità, potremo prendere per a^ , o^ , . . a^^^ questi 
punti di massimo o quelli di minimo rispettivamente, e appli- 
care poi le formole precedenti; e se anche il punto b sarà 

uno di questi massimi o minimi delP integrale / ^{x)dx^ 

Ja 

o almeno se, nel caso che gli integrali (7) corrispondenti non 

vadano crescendo, si avrà / <p{x) d cc^ j f (a?) do?, e nel caso 

Ja Ja 

rof-i rb 

che non vadano decrescendo si avrà / <p(a?)da7<^ I f(a?)da?, 

Ja Ja 

rb 

allora nelle formole precedenti il termine f(a^ni) I f{x)dx 
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potrà essere tralasciato; e nelF ultimo caso ( quello cioè in cui 
gli integrali (7) non vanno decrescendo), alle stesse formole (8) 
e (10) si potranno sostituire le altre: 

ff(x)^{x)dx=7 I f{x)dx+2 \K^)-fM]9{^)dx, 



f{x)^(x)dx = f \ ^{x)dx-\-%"^'Osì ^^{x)dx, 

Jnb _ rb 

' f(x)^{x)dx = f j <F(a;) ci a? + O3 7o 2 '• ^" 

nelle quali f indica un numeto compreso fra i limiti inferiore 
e superiore di f{x) nell'intervallo (a , 6). 

11. Per trovare altre formole simili alle precedenti, si os- 
servi che si ha anche identicamente: 

1 r* 

I 

e questa che è analoga alla (5) ^ci condurrà ad altre formole 
notevoli. 

Si supponga infatti dapprima che i punti a , a^ , , o^ . . 
«N-^ , 6 siano punti di minimo e di massimo delP integrale 

Jrx 
' ©(a') d X , essendo «i , «3 , «5 . . . . massimi e a , «2,04... 
a 

mìnimi , e i valori minimi corrispondeuti dell' integrale stesso 

D* 2 
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non vadano decrescendo , e ì massimi non vadano crescendo . 
Allora le quantiià: 

I f{x) do?, — / tp{x) dx ^ ì ^{x) da?, — / ^(x) dx , . . . 

saranno positive e non crescenti, e siccome le somme: 

2 2 "^ 2 • ' " 
arrestate a un termine qualunque sono comprese fra - • 

e ^ essendo L' il limite superiore dei valori assolati 

di /][x) fra a e 6, pel solito teorema di Abel si vedrà subito 
che la somma dei primi n termini della (11) si potrà rappre- 

- ra, _ 

sentare con f{^ ± f^ \ ^(a?) d x , essendo /q un numero positivo 

2 Ja 

che non superi il limite superiore dei valori assoluti di f{cc) 
fra a e 6. 

La somma poi degli ultimi n integrali della (11) po- 
trà anche rappresentarsi come nel paragrafo precedente con 

O^yD, 1 ^|(a:)dar, ocon939QS8,D„ supposto in quest'ultimo caso 






che 9(0?) sia sempre finita e ^q sia il limite superiore dei valori 
assoluti di ^{x) fra a e 6, o un numero maggiore; quindi 
possiamo ora asserire che , se a , a^ ^ a^ . . . On.i , h sono 
, alternativamente punti di minimo e di massimo dei valori 

rx 
j, dell'integrale / f{x) dx^ e i massimi non vanno crescendo , 

, mentre i minimi invece non vanno decrescendo, si avranno 
le formole: 



» 
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(i2){ +^2 r\^m-A^.)-f{^s.i)\^{x) dx, 

jf{x) <p{x) d X =MM3j \[x) dx-t Oj^D. J ylfi) d X, 

9 nella seconda delle quali op^Cx) ìndica al solito la funzione dei 

y, Talori assoluti di ^x\ che, per la fonnola stessa, si suppone 

9 atta airintegrazione fi^ a e 6. E quando ^{x) è sempre finita 

9 fra a e 6, e ^0 è il limite superiore dei suoi valori assoluti o 

, un numero maggiore, queste formole si possono anche ridurre 

, alP altra: 

(13) ff{x)f(x)dx=f(JÙMo£l^^^^ . 

Nel caso poi che i massimi e minimi che qui si conside- 

rano del? integrale / <p{x) d x siano successivi, si può osser- 

vare che allora in ciascuno degli integrali 

/ 1 2f{x) — /"(a,) —f{oLg^i) \ 9(^) dx la funzione tp{x\ all'infuori tut- 

V al più di una funzione d^ integrale nullo, ha sempre lo stesso 
segno o è nulla (perchè negli intervalli (a« , cLg+^) T integrale 

Jrx 
' f{x)dx ha gli estremi oscillatorii dello stesso segno o nulli), e 
a 

quindi a causa della formola (1) ciascuno degli integrali medesimi 
può rappresentarsi con } 2/", — f(pLg) — /(«m-iM / 9(0?) da; essendo/', 
un numero compreso fra il limite inferiore e superiore di f{x) 



i'O 



nelPintervallo (a, , a,+^). Si vedrà da ciò che la somma del- 
la prima delle (12) nelle attuali ipotesi rispetto ai punti 
a , a^ , «2 . . . . a«-.j , b potrà anche rappresentarsi cou 

0^ Y D« I (p{x) dx^ essendo 0^ compreso fra — 1 e 1, e in con- 



seguenza si avrà anche la formola seguente: 

(14) jf{x),p{x)dx= iJMMo^Q^2^,]jl[x)dx. 

12. La formola (11) ci conduce anche ad altre nelle quali 
invece di avere delle condizioni pei punti a^ , o^ . . . On-i che 
può dirsi dipendano dalla funzione rp(x) che continua a comparire 
sotto i segni integrali dei secondi membri, si hanno altre con- 
dizioni per la funzione f{x) che è fuori dei segni integrali. 

Si supponga infatti che le quantità: 

siano tutte dello stesso segno o nulle, e in valore assoluto non 
vadano mai crescendo o non vadano mai decrescendo, e si ap- 
plichi il solito teorema di Abel coli' osservare che le somme 
successive dei coefficienti di queste quantità nel senso in cui 
sono scritte o nel senso opposto sono comprese fra i limiti infe- 

^{x)dx^ o fra quelli 

X' e A' dell'altro / rp{x)dx. 

^x 

Si vedrà subito allora che nel primo caso la somma dei primi 
n termini della (11) è compresa fra M±2?l)x e ^t^A, 

e nel secondo fra A^^'-W^ x- e &:M*) a'; quindi 

rx rb 

poiché gli integrali / (p{x)dx , 1 f{x)dx, come funzioni con- 

•/« *yx 

tinue di 07 fra a e é, col passare di a? da a o, b prendono qua- 
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lunque valore compreso fra X e A o fra X' e A', indicando con 
€ un valore determinato di a: fra a e 6 si vede chiaramente 
elle la somma dei primi n termini del secondo membro della for- 
inola (11) nel primo caso potrà rappresentarsi con 

G^>:^jl(x)dx, e nel secondo con i^^M J^or) rfx; 

talché, osservando al solito che la somma degli ultimi n termini 
del secondo membro della (11) può ancora rappresentarsi con 



e* 



2 D, / (p^{x)dx o con Oj y^2 5» D«, si conclude intanto che 
quando le somme: 
(15) /i:a)+A«.) , /(«,)+/■(«*) , . • • . A«n-i)+Ai) 

siano dello stesso segno o nulle e in valore assoluto non vadano 
mai crescendo o non vadano mai decrescendo, si avrà respetti- 
vamente 1' uno o l'altro dei sistemi di formole seguenti : 

+ 




ff{x) 9(x; d a^^'^^Mfl) j,f{x)dx 



Ì2 r\2kx)-fiaL.)-f(a„,)]^{x)dx, 
Ja. 



'a. 



ff{x) y(x) dx = Ml^M ff(x) dx+%2^' ffM)^^, 
Ja ^ J<t Ja, 

J'f[x)fix)dx=J^^±l^Jlix,dx+ 
(17) { + -^Ij l ^m -fi<^.) - /(«-•) ) 9{^)d^, 
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e nel caso che ^(x) sia sempre finito, e sìa 90 il limite supe- 
riore dei suoi valori assoluti o un numero maggiore, queste 
formolo si potranno anche scrivere: 

(18) Jf{x) f{x) dx =MM^ U{x) dx-\-% f,2 8. D, , 

(19) ff(x) f{x) d X ^ /(«H-O+Afe) r^^^) dx-\.%f,2^,T>, 

Si può poi osservare che la condizione che le somme (15) 
siano dello stesso segno e non vadano mai crescendo o non 
vadano mai decrescendo in valore assoluto , equivale alP altra 
che le due somme estreme siano dello stesso segno, e si abbiano 
i due sistemi di condizioni 

A«) >«««)> A««) > . . . >Ao^)> ' . • 
/l«,) ^ A«3) >A<h)>-'- >Ao^t) > • . • 

o i due altri sistemi: 

m<f{^)<.fiOL,)<^ — 

talché se per es. f^x) ha fra a e 6 e in a e 6 dei punti di 
massimo o di minimo, e in essi i valori della funzione sono 
positivi e non vanno crescendo non vanno decrescendo, allora 
potremo prendere i punti di massimo o quelli di minimo come 
punti a , a| , Of • • • • ^-i 1 ^ ^ applicare le formole (16) 
e (17) respettivamente . 

13. Le formole del paragrafo precedente conducono ad 
estendere le (3) e (4) al caso in cui (f{x) divenga infinita fra 
a e b; ma per questo è necessario premettere il teorema se- 
guente: 

Se ^(x) è una funzione che in un intervallo finito (« 1 P) ^ 
atta alla integrazione ma diviene infinita in un gruppo finito 
infinito di pfmti di prima specie, questi punti d'infinito di 
^(x) si potranno racchiudere in un numero finito d'intervalli tal- 
mente piccoli che il valore assoluto della somma degli integrali 
estesi a questi intervalli, e anche la somma dei loro valori asso- 
luti sia inferiore a quel numero che piti ci piace o. 
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E chiaro infatti che ciò avviene sempre se i punti d* in- 
finito a| , Oj , . . di ^(x) sono in numero finito , perchè allora 
se per es. a<:a,<Ca4<C«««<CP» ognuno dei contributi 

/ , / , . . . relativi agli intorni di questi punti 

(m. L §• 222), quando e^ , 4 , . . . £'| ^ e ^ ) . . • son numeri 
positivi sufficientemente piccoli, è minore in valore assoluto di 
quel numero che più ci piace a. 

Se poi i punti d^infinito di ^x) costituiscono un gruppo G 
di ordine v^O, allora indicando con «i , oc^ , . . ex» i punti 
del V® gruppo derivato G^^\ e supponendo per es. a<^a4<[a^<C-. 
^am^p, si potranno racchiudere questi punti entro m inter- 
valli («1 — 6| , a^-f e\)i («« — H 1 ^-\~^'%)ì ' • • talmente piccoli che 

ciascuno degli integrali / , f , ... sia numerica- 

mente inferiore a . , ... , e quindi la somma dei loro va- 

w(v+l) ^ 

lori assoluti sarà inferiore a 



v+r 

Allora negli intervalli rimasti non cadranno altro che un 
numero finito m di punti a\^a^^. . . del gruppo derivato G^^""*) 
di ordine v — 1 , e anche questi si potranno escludere con altri 
intervalli tali che ciascuno degli integrali estesi a questi nuovi 

intervalli sia numericamente inferiore a „ , ^^ , e quindi* la 

m(v+l) ^ 

somma dei loro valori assoluti sia inferiore a 



v+1' 

Così continuando, si vede chiaramente che si verranno a for- 
mare un numero finito m-^m . . . + w^''^ d' intervalli %\ , i\ , . . i', , . . 
che comprendano tutti i punti d^ infinito di f()(x) e tali che la 
somma dei valori assoluti degli integrali estesi ad essi sia nu- 
mericamente inferiore a quel numero che più ci piace o, come 
appunto abbiamo enunciato sopra. 

14. Ciò premesso, si osservi che se per le funzioni del 
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§. 12. si sa{^one per es. che f{x) fra a e 6 abbia sempre lo 
stesso segno o sia nuUa e non vada mai crescendo in valore 
assoluto^ il simbolo ffi-^-G) 'avrà un significato, e escludendo 
naturalmente il caso in cui f{x) fosse sempre zero, /1[a-f 0) non 
sarà zero, e inoltre, quand'anche non fosse f{à) = A^+O), po- 
tremo, senza alterare nulla, supporre A») = /(a+0). 

Oltre a ciò, i punti a , a| , oe^ , • . • , a«-i i h potranno 
supporsi prossimi fra loro quanto si vuole senza che le quantità: 

cessino per questo di soddisfare alla condizione di mantenersi 
tutte dello stesso segno o nulle e di non andare mai crescendo 
in valore assoluto ; e in conseguenza la somma dei primi n 
termini del secondo membro della (11) sarà sempre compresa 

fra ' ''\'^ - X e '^ ^ ' ^^ ^^ A, essendo X e A i valon mi- 
fi Z 

ff{x)dx per x compreso fra a e 6. 

Siccome poi si ammette, come è naturale, che il prodot- 
to f{x) ff{x) sia atto alP integrazione insieme a f (r) fra a e 6, 
quand' anche ^(x) divenga infinita in un gruppo di punti finito 
o infinito di prima specie, pel teorema del paragrafo precedente 
si potrà intendere di aver racchiusi questi punti d* infinito di ^{x) 
in un numero finito di intervalli t^ , i^ , . . . t« , . . . tal- 
mente piccoli che la somma dei valori assoluti degli integrali 

/ A*^) ^{^)dx^ I (f{x)dx estesi a questi intervalli sia minore di 

quel numero che più ci piace. 

Allora evidentemente altrettanto accadrà della somma dei 
valori assoluti di quelli fra gli ultimi n integrali del secondo 
membro della (11) pei quali uno almeno dei limiti at , au^ 
viene a cadere negli intervalli f«, e basterà quindi occuparsi di 
quelli fra gli stessi integrali i cui limiti cadono negli intervalli 
rimanenti^'! ,^8 , . .i« , . . 

Ma poiché in questi intei valli ^'« la funzione rp{x) è sempre 



*5^ 



Tinmerìcamente inferiore a un numero finito ^q, sMntende subito 
clie la somma degli stessi integrali in valore assoluto sarà in- 
feriore a f^IiSaDg^ ove D, soao le oscillazioni di f[x) negli 
intervalli («« , ot«+i); quindi, poiché f{x) è sempre finita e atta alla 
integrazione fra a e &,quando i punti a , a| , o^ , . . . On^i , b 
siano pres; abbastanza vicini fra loro, le somme S 5» D^ e così 
anche la somma degli stessi integrali saranno numericamente 
inferiori a quel numero che più ci piace. 

Segue da ciò evidentemente che la quantità 

^^-^^^^^^-^Jf^:c)-fix)dx,^ anche l'altra J^J/'^)^^'^ 

( poiché /(«i) può supporsi prossima quanto si vuole a /(a+0) ) 
sarà compresa fra X — a e A-f-o» essendo o un numero piccolo 
a piacere, e perciò anche fra X e A, ove X e A sono come abbia- 
da? 
me detto i limiti inferiore e superiore dell'integrale / (p{x) d x ; 



dunque poiché a causa della continuità questo integrale col va- 
riare di or fra a e 6, prende qualsiasi valore fra X e A, resta 
ora evidente che indicando con i un numero compreso fra a e 6 
(a e 6 incl.) si avrà la formola : 

rb ri 

In modo simile se fix^ non cangia mai segno da a a 6 
e non va mai decrescendo in valore assolnto, si trova che 

rb • rb 

I f{x) rp{x) dx = /1[6— 0) / tf{x) d X , 

con 0^6^^; dunque si può ora evidentemente concludere 
ohe: „ Se le funzioni/][.i?) e f{x) sono atte alla integrazione 
, fra i numeri finiti a e b insieme al loro prodotto f[x) <p{x\ 
„ e la funzione f{x) oltre esser sempre finita fra a eb non cangia 
, mai di segno, e nel passare di a? da a a 6 noù va mai ere- 
. scendo in valore assoluto si avrà la formola: 
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•6 ri 

(20) / f{x) ^x) d x=Aa+0) iff{x)dx ; 






9 mentre se da a a 6 /(x) è sempre finita, non cangia zaai 
9 segno, e non va mai decrescendo in valore assolato, si avrà 
j, invece T altra: 

(21) jf{x) ^x) dx = f[b^O) fffix) d X, 

„ essendo in ambedue i casi i mi nomerò determinato compreso 
j, fra a e 6 (a e 6 incl.) ^. 

15. Onesto teorema estende evidentemente quello del §. 212 
del mio libro al caso in cui la funzione <p(x) fra a e 6 divenga 
infinita in un gruppo finito o infinito di punti di prima specie; 
e ora coi ragionamenti stessi del §. 213. dello stesso libro si 
trova che la formola (3), cioè: 

(22) / f[x) ^{x) dx = f[a'\' 0) / ^x) dx-\- f{b—0) / tf{x) d x , 
Ja ^a Ji 

che è relativa al caso in cui f{x) A^a e b non va mai crescendo 
o non va mai decrecendo, sussiste anche quando rp{x) non è 
sempre finita fra a e 6, essendo però atta alPiutegrazione in- 
sieme al prodotto f{x) ^{x) nelP intervallo stesso (a , b)\ come 
appunto fu trovato sotto altra forma dal sig. Du Bois-Reymond. 

Ripetendo poi i ragionamenti del §. 262. del mio libro si 
trova che le formole (20), (21) e (22) sussistono anche nel caso 
in cui V intervallo (a , h) è di ampiezza infinita purché restino 
•verificate tutte le altre condizioni che si sono poste nel caso 
di a e ò finiti; talché vengono così estesi i casi di validità delle 
formole (3) o (4). 

16. Le formole generali dei paragrafi precedenti sono quelle 
che al §. 8. dicemmo trovare utile di esporre, per quanto non 
tutte verranno da noi applicate nei presenti studii. Ora pas- 

dx ^ e 

sen X 

incominciamo col dimostrare il seguente: 
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Teorema !• Se h=2 n+1, qualunque sia il numero intero 
e positivo n si ha: 




e quindi anche: 

*=« L senx «* — 2* 

Osserviamo infatti che cambiando --^-in x nella (10) del 
§. 6, si ha qualunque sia n : 

= 1 + 2 > cos 2 n ^, 

sen a? ^ 

1 

e di qui integrando fra e si trova subito la prima e quindi 

anche la seconda delle formole precedenti. 

17. Teorema IL Supponendo 0<C«<C^:^'^» « indicando 

ara con h un numero positivo che cresce alV infinito con una 

legge qualsiasi , e con |i un numero che può prendersi sempre 

uguale a 4, ma che propriamente basta prendere uguale a 4 

2ic 
se né a tiè b sono multipli esatti di -j-^ e uguale a o a 2 

se a e b una sola di queste quantità è un multiplo esatto di 

-=- , si avrà in valore assoluto: 

ri 

(23) ^''^^rfx < Ji^ +-/-=?- ; 

' J^ sen X h sen a h sen* a 

e quindi se a e b sono indipendenti da h^ o anche se variano 



ì8 

con h ma in modo che non superino mai '^ e a resti sempre 

discosto da zero pia di una quantità determinerà (^}, si avrà 
anche : 

(24) 1- r??^dx=o. 

A=oo / sen X 



Per dimostrare qaesto teorema ^ consideriamo un valore 

speciale di h &a qaelli che ess'> pnò avere, e indichiamo con 

2s 2r 2^" 

p -v- il primo multiplo di — non inferiore ad a, e con CP+j)-^- 

2s 
quello immediatamente inferiore o ugnale a ft. Sarà$^ ^b — a, 



e 81 arra: 




2//g 

s«ii*-^ j I ^ I ^ I 11 li senhx 



essendo: 



'«= f senAx, 1 | senx, 

J ar = , I a x 




-^2(p+«)it A 

e dei due integrali del secondo membro uno o tutti e due man- 
cheranno se una o tutte e due le quantità a e b saranno 

2:r 

multipli esatti di -^ . 

h 



(*) Per dò che sì richiede a dimostrare la formola di Foarier, twsterebbe sap- 
porre che i limiti degli integrali che si considerano in qnesti teoremi e nei seguenti 
fossero fissi, soddisfacendo però alle condizioni che TÌa via si pongono. Ma ove si 
può con facili considerazioni supporli rariabili con h senza che i teoremi stessi ces- 
sino di sussistere , noi ammetteremo che possano variare ( dicendolo però sempre 
esplicitamente); e ciò allo scopo di non porre icutili limitazioni negli enunciati di 
teoremi che possono tornare utili anche per altro teorie. 
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Ora, ponendo per comodità di notazione 2(p-fs)7r=a, 
(2/>-f25+l):p=?, si ha: 

1 / sen X . 1 / sen x 
t8=T I — -dx—1^ 1 ——ax = 



h I X h 







TU /X 7C\ 



-^, sena: -_ ^Jd-^-lJ ^ ^+. ^^; 

" ^ sen .- sen—,— \ *^ a sen^sen -== — 

h h ) h h 

quindi, siccome in questi integrali j e —j — sono sempre infe- 
re te 
riori a — perchè 6< - , le quantità t^ saranno sempre posi- 

tive, e si avrà : 

2sen^ r A" 

^,< ^ / ^nxdj < _? 

h sen *a y^ Asen-a ' 

donde osservando che <l'T'^ — «» e che i due integrali che com- 
pariscono nel secondo memhro della (25) in valore assoluto sono 

23r 

entrambi inferiori a ^ , si otterrà subito la formola (23) 

h sen a ^ 

e quindi anche la (24)'. 

Si può osservare che la formola (24) continua a sussi- 
stere anche quando a tende a zero al crescere indefinito di A, 
purché però al tempo stesso la quantità h sen^a ^o he? cresca 
indefinitamente, o almeno tenda a zero anche &, e A a e il quo- 
ziente -^— crescano indefinitamente . 



18. Giova anche notare che dal processo di dimostrazione 
che abbiamo seguito apparisce chiaramente che quando per un 
dato valore di A si fa crescere h a partire da un multiplo di 



27C r T ^ IV j. ^ C senAa? , 

-^ senza fargli superare ^, 1 mtegrale / dx viene sem- 

/» à ] senJ7 
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pre ad aumentare, giacché le nuove quantità ta che così si 
vengono ad aggiungere sono positive e T ultimo integrale è 
pure positivo. 



Xsenhx 
( 
senx 



Del resto poi, considerando l'integrale / ^zZTzA^ P®' ^ 

compreso fra e ^ , se si osserverà che sen hx si annulla can- 
giando segno nei punti r ' T" i V i • • • • ® si annulla pure 

n n h 

per x=0^ mentre fra e r^ è positivo, si concluderà subito 

Jrx 
' c2a; fra e ^ ha i suoi mi- 
sen X 2 

nimi nei punti 0, ~r , x ^ * " ^ ^ ^^ ^ ^^^^ massimi nei punti 

_ ,-r-i-7-i»-»»;e siccome per ciò che vedemmo la diflfe- 
h h h 

renza t, fra un valore minimo e il precedente è positiva, 

mentre si vedrebbe al modo stesso che la differenza fitt un 

valore massimo e il precedente è negativa , si può anche evi- 

dentemente affermare che per a; fra e ^, qualunque sia il 

rX 
I Sdì nX 

valore che si considera di A, i minimi delPintegrale / dx 

•/O sen X 

col passare di a; da a ^ vanno sempre crescendo, e i massimi 

vanno sempre decrescendo, e col crescere di a; a partire da un 

multiplo di V o di -r- P integrale stesso va decrescendo o cre- 

n n 

scendo respetti vamente. Inoltre f ra e - - questo integrale non 

ir 

/ sen Jix 

è mai negativo e il suo massimo valore è / dx , e in 

^/\ sen X 
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consegaenza non supera mai ic; giacche per la (1) si ha 
fc^ /»« sen hx* 

*8enAar, senAo:' / A, hx' , ^ 

dx= r 1 dx ==ic ;^,ovex e un numero 

sen X sen x f sen x 

J "V 

7c sen ?/ 

compreso fra e . ; e siccome per y fra e ^ la funzione — - 

è decrescente, è evidente che la quantità che moltiplica il n è 
inferiore all'unità. 

19. Questi risultati conducono a dimostrare anche il se- 
guente: 

Teorema III. Se h h un numero positivo che cresce inde* 
finitamente con una legge qualunque, e b è un numero diverso 
da zero e positivo che anche se varia con h non supera 

mai e non si accosta a zero più, di una quantità deter- 

minata , si avrà : 

b 

rb i^ 

Consideriamo infatti 1' integrale / dx per uno qua- 

Jq sen X 

lunque dei valori speciali che h può avere . 

Evidentemente indicando con h' il primo numero dispari 
uguale superiore a A, e con a un numero diverso da zero ma 

inferiore a -j- e compreso fra e 5, che può anche prendersi 

piccolo a piacer nostro, si potrà scrivere: 

(27) A=A'— Y 



(26) lùn I senAa?^^ ic 



Jrb pa rb 
f senAx I aenhx ^ , / senfcp, 
n dx= L dx-}- / dx , 
senx JQ senx ' •^a senx 



essendo y un numero positivo compreso fra e 2 . 
Ora si ha: 
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ra pei /*a 

j senAar i 8en(A' — ^)x l aenh'xcos^x 

^0 sen X Jq sen x JO een x 

COS h'XHQVL Y^ -, 

-dx^ 

sen X 

e poiché la nota formola A5)=/lO)+8f (08) con 0<0<1 ci 
dà cm'^oc=\ — YXsenY^a;, essendo Yi un numero positivo infe- 
riore a Y, e quindi compreso anch^esso fra e 2, sarà: 

XSenA.T, r^senh'x j^^xsenh'xBen'i^x 
sena: Jq senx J^ gena? 

(^cos A'ar sen Y^? 
donde per la seconda delle (27), e per essere ( §. 16 ): 

sen Va; 1 senVar, 1 senA'a?, ir | sen A 'a: 




dx= I (te— I ia?=rt — I dx , 

senx f sena: f sena? 2 f sen ar 

^0 J« Ja 

si deduce che: 



z 



JO sena: ^ J^ sen a: f sen a: 

/ ,, senY^a: / scnY-^' , 

— r, *tx sen A a: — dx— f cos A a: —dx. 

JQ sena: JO sena: 

Ma evidentemente, essendo t e Yi inferiori a 2 , e essendo 

o . i. . '»c . 1- seuYia: senYa? • r • • o 

2a mfenore a ?r, i rapporti ^^— , sono mfenon a 2 

2' ^^ sena: sena: 

in tutto il corso dell' integrazione , giacché, per (i<Cx<ia , 

dair essere sen Tì^ <C s^i^ 2a:, e sen 2a: = 2 sen x cos a:, si ha 

^<!2cosa:<'2, ec; quindi sarà in valore assoluto: 

sena: ^ ->. i > i 
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Jq • sena? Jq Jq seno: 



dunqae poiché la (23) ci dà anche: 



I senh'x 
1 seno; 



X 



^ ^ Vsena "*" A'sen^a "^ A sena "^ 2A8en«a' 
sena? A sen a "• A sen* a A sen a ' 2 A sen* w^ 



a 
si conclude che in valore assoluto sarà: 



(28) / !?EÌ^^_| < 2«»+2a + ^+ ,-V . 

JO sena? 2 Asena Asen*a 

ove {1 è tutt' al più eguale a 4; e questa, colPosservare che il 
numero a può prendersi piccolo a piacer nostro , e poi dopo 
di averlo scelto si può far crescere A quanto si vuole, ci mo- 
stra appunto che: 

lim jsenhx i: 

qualunque sia il modo di crescere alPinfinito di A, e anche se 

b varia con A in modo però da non superare mai -^, e da non 

accostarsi a zero più di un numero determinato b' • 

20. Se poi b pur restando sempre diverso da zero e posi- 
tivo si accosta indefinitamente a zero al crescere indefinito di A, 
ma almeno da un certo valore Aq di A in poi il prodotto hb^ 
sì mantiene sempre maggiore di un numero dato arhitrariamente 

ffrande co, allora si avrà ancora , "^ / dx=^; giacché 

^ ' A=oo / sena? 2'® 

indicando con e un numero fisso ma piccolo a piacer nostro, 

e considerando i valori di A maggiori nello stesso tempo del 

P. 8 
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numero h^ e di quel numero A| pel quale h^ è sempre supe- 
riore a 0), sMntende subito che nella formola (28) pei valori di 
h superiori a Aq e A| pei quali b sia inferiore o uguale a e 
potremo prendere a=&, e per quelli pei quali il b sia snpe* 
riore a e potremo prendere a=e, e così si avrà, sempre in va* 
lore assoluto: 



X 



b 



dx 



2 oDsen e 



sen X 2 tosen e cosen^e 



e quindi sarà ancora ,j^ / 



sen/uv , ic 

— r^^=9 . 
sen^ A 



Del resto poi, quando b non si accosta a zero più di una 
quantità determinata , indicando con ff{h) una quantità che 
cresca indefinitamente con A ma di ordine inferiore a quello di 

A, si potrà prendere a = \/^^^^ e lo stesso potrà farsi quan- 

do b tende a zeìro, purché vi tenda in modo che almeno da on 

certo valore di h in poi non si abbia mai b < yELL ; 

talché in questi casi si avrà, sempre in valore assoluto, a partire 
da un certo valore di hi 

(29) / senftj? ^ ^ qTC^) . oi/yW , 2^ ^H 



* ^ y/h^h) ' ? (A) ' 



V 



tW 



essendo q il valore del rapporto . , per modo che a 

senl/yW 

partire da un conveniente valore di h in poi potrà prendersi 
per quel numero che più ci piace superiore a 1. 

In particolare prendendo tf{h) = A*"^, con s numero po- 
sitivo prossimo quanto si vuole a zero, si avrà la formola: 



/ 

•/o 
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2 29^7c 9hc 



che Tiene così a Talere dopo che h sia maggiore di un certo 
numero, e quando 6 non si accosta a zero più di un numero 
determinato b\ o accostandosi a zero indefinitamente finisce 

per restar sempre maggiore o uguale a -j^ . 

Si può poi aggiungere che se h cresce indefinitamente per 
numeri dispari, allora osservando che: 

IT 1C 7C 

Jf*b r2 A C^ 

aeahx , I aeahx l eeahx « I sen hx , 

senx I seno; I. senx 2 f. aeax ' 

Jo J^ Ji 

e applicando il lemma secondo si trova che in Talora assolato, 

per b compreso fra e -^ si ha la formola più semplice: 



* 1-b 



(31) / J?E*?da;-? < -1^ + -* 



^0 sen X 2 A sen b * h sen% * 

e se & è un multiplo esatto di ^, la differenza /. " '*^ dx — 

*^ h •^O sena? 

è negativa, e si può prendere p=:2. 



. 2ic , ,._ f sento, r 



nL stadio gngli integrali òhe sono atti 
a rappresentare analiticamente nna funzione. 

21. Oli integrali che noi avremmo da considerare, ove 
Tolessimo occuparci soltanto degli sviluppi in serie di Fourier, 
sarebbero quelli del §.6., e come ò facile a vedersi basterebbe 
limitarsi a considerare i seguenti: 
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'b „. , rb 



con 0<a<J<^ . 

Volendo però studiare anche altri sviluppi con un metodo 
uniforme, noi osserveremo che le proprietà date sopra per gli 

integraU r «en*^^ f ^^hf^^ ^. ^^^^^^^ ^^^ .^^ 

•^0 sen X -'a sen x ^ 






grali (1) rientrano nella forma più generale / f{^)<p{x jh)dx^ 

f{x)ff{x ^ h)dx^ ove a e 6 sono numeri diversi da zero e dello 
a 

stesso segno che almeno ordinariamente dovranno essere presi 
fra limiti determinati, e (p{x , h) è una funzione che per qual- 
siasi valore finito*di h è atta all' integrazione nelVintervallo nel 
quale si considera, e per x diverso da zero si mantiene finita 
anche al crescere indefinito di A, ma in vicinanza del punto a:=0, 
a destra o a sinistra secondochè a è positivo o negativo, prende 
anche valori tanto più grandi quanto più à grande A, e oltre a 
ciò è tale che per gli indicati valori di a e & si ha: ' 



^ / (p{x , h)dx=0, ,^^ / ^x , h)dx=Qy 






essendo G una quantità determinata e finita indipendente da a, 
e diversa da zero (*); e noi quindi, anziché prendere a studiare 

(^ Di fonzioni 9»(« , \) che soddisfano alle condixioni qui indicate re 
n« «mo un numero infinito. Fra esse alcune delle pia semplici sono le segoenti: 



f(» . *)= A e , f(x ,»)==*- y(a.,il)=??E^, per la prima delle quali « e 6 

\-\4M^ ^ sens 

doTono Rupporsi positiTÌ, per la seconda a e 6 possono essere qualunque purché però 
dello stesso segno, e per la terza a e b devono soddisfare alle oondisioni dei 
S§. 17, 18 e 19. SMntondc poi che essendo a e ò per es. positivi, la funzione f(x,k) 
dove di necoftsità soddisfare alla condisione che in viclaanta di- «=:A a destra 
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gli integrali (1), studieremo gli integrali più generali 
rh rb 

I /l*)7(^»A)^» / A^)t(^»*)*^» ^^® TK^»*) è ^1^"^ funzione 

per la quale da principio noi supporremo soltanto che sia finita 
e atta alPintegrazione fra i limiti degli integrali e soddisfi alle 
condizioni (2), senza neppure richiedere, per ora, che aeb deli- 
bano essere dello stesso segno, e che G, oltre essere determinata 
e finita e indipendente da a, debba essere anche diversa da zero. 

22. Con ciò nói troveremo dei teoremi generali che nel caso 

speciale di ^ (a? , A)= e di a e 6 numeri positivi che soddi- 

sentir 

sfano alle condizioni dei §§. 17, 18 e 19 si ridurranno a quelli 
che servono per gli sviluppi delle funzioni in serie trigonome- 
triche ; e questi teoremi ( alcuni dei quali furono già dati dal 
Big. Du Bois-Reymond (*) che primo ebbe l' idea di fare studi 
così generali), oltre a servire, come il sig. Du Bois-Beymond 
ha mostrato, a rappresentare analiticamente le funzioni per 
mezzo dMntegrali definiti, ci condurranno anche a trovare, e 
con un metodo uniforme, infiniti sviluppi (in serie di funzioni 
speciali) per la rappresentazione analitica delle funzioni di una 
variabile reale date arbitrariamente in dati intervalli. 

23. Ciò premesso, incominciamo dal dimostrare che: se la 
funzione f{x , h) per valori comunque grandi di h e per x com- 
preso nelV intervallo finito (a,ò) si mantiene sempre inferiore in 
valore assoluto a un numero finito <pQ, e, oltre essere atta àU'in^ 
tegrazione fra a e b^ per tutti i sistemi di valori di a' e V 



prenda anche valori che crescoao indeflottamente con h , altrimeiiti arendoù 
' '^ i\ jj,;-. qualunque siano a e & purché positivi e diversi da zero, sarebbe 



'^a>f}('^'^ 



) /?(x, h) 



impossibile cbe l'integrale f ?{x , h)dx (che evidentemente paò ridarsi alla somma 

Jo 

Ci fa 

J f(x , A}cfo-f~ r ?(^ « h)dxt con e arbitrariamente piccolo) avesse un limite G 
Jo Js 



dtT«M) da scro per i=ó6'. 

(*) Bor^kardt Journ. Voi 79. 
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compresi fra a $ b {a e b ind. ) soddisfa alla condizione 






h)dx=0^ si avrà: 



Ja 



(3) fcZ^ /«^)9(^,A)cte=0, 

Ja 

tutu le voUe che fra a e b f{x) è sempre finita e atta alla 
int^azione . 

Supponiamo infatti che V intervallo (a , b) sia scomposto 
in p intenralli S^ 9 S^, . . 8p coi panti a , x^ ^[x^ , • • Xp^^ , b. 
Indicando con /*« nn numero compreso fra il limite superiore 
e inferiore di f(^x) fra x,^ e Xg , con D« V oscillazione di f^x) 
in questo intenrallo, e con 0« un numero compreso fra — 1 e 1, 
per la (2) del §. 9 si avrà: 

ra?, rx, 

I A^)^^ 1 J^)dx = f,jfp{x, h)dx + fo^tStD. , 

e quindi sarà: 

W A^)^^.h)dx=2f' f^^.h)dx+9fp,^SJ). , 

•/a 1 ^a?,_< 1 . 

con compreso fra — 1 e 1. 

Ora la somma S 8^ D«, quando per p si prenda un numero 
sufficièntemente grande, è numericamente inferiore a quel nu- 
mero che più ci piace — ; e dopo di avere fissato cosi il nume- 
ro 

ro p , e per quanto grande esso sia , si può prendere poi h 
cosi grande che anche al suo accrescersi ulteriormente ( con 
lasciar fermo il p) gli integrali che figurano nella somma 



1 JXs^ 



h)dx siano numericamente inferiori a -r— , essendo 

X il limite superiore dei valori di f(x) fra a e 6; dunque evi- 
dentemente al crescere indefinito di A il secondo membro della 
formola precedente finirà per divenire e restare poi sempre 
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numericaiiiente inferiore a 2o, e questo permette appunto di 
dire che: 



r 

lim / f{x) y(a? , h)dx = , 
1=00 Ja 



h=co 

con che il teorema è dimostrato. 

Osservazione. La formola (4) serve anche a trovare un 

limite superiore dei valori assoluti di / f{x) fp{x , A) (£r, poiché 

ci dà Taltra: 

vai. ass. / f{x) ff{x ,fc>to < X^ vai. ass. / ^x , A)(te+ 9o2j^»^iÌ 

e di qui in particolare, nel caso di ^a: , K) = , ponendo 

sen X 

peraeò(§§. 17, 18 e 19) le condizioni 0<Ca<6^ 5^, e osser- 

yando che per la formola (23) del §. 17 si ha : 

[tic 8, 4ic 8, 

+ 1. ^ ^ — <- L ^ -r 




AsenXs^i Asen^^v^^ A sen a Asen^a' 

si troverà la seguente: 

^ fif vSenAjy, ^ 4pXic , X(6— a) , 1 ^^^^ 

(5) vai. ass. / f{x) dx < =-^ \- :^ — ^-\ ^\S.D, , 

^ ^ J^'^ 'sena? A sen a ' Jisen'a ' sena-^ 

nella quale p è il numero d^li intervalli in cui bisognerà di- 
videre V intervallo (a , b) per far si che la somma ^ 8t Dt sia 

1 
di quel grado di piccolezza che più ci piace. 

24. Nella formola (3) non si ha alcuna limitazione né in 
f(x) né in 7(a;,A), airinfuori di quelle relative alla integrabilità 
di f{x)y e di quelle generali cui devono sempre soddisfare le 
funzioni ^x , h) che abbiamo detto di prendere in considera- 
zione in questi studii. 
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À questa fonnola poi , quando per es. i^O^ si pnò 
giungere la seguente : 

(6) ;£o /^*) ?<* ' ^'^' = ^+^) A=oo Z^'" ' *>^ ♦ 

cbe a causa del teorema del §. 19 nel caso particolare dì 

^x , h)= , e 0<6<^-H si riduce all'altra : 

sen 3c a 

lim rtf N sen Aa? ^ jr i rx\ 

che è quella che serre agli sviluppi in serie di Fourier; però 
per la validità della formola (6) , oltre a richiedersi, come è 
ben naturale, che f{-\-0) abbia un significato, bisogna porre 
negli intomi del punto a destra alcune limitazioni per la fun- 
zione /(a?), a meno che non si pongano per f{x^ h) altre con- 
dizioni speciali oltre a quelle generali indicate sopra. 

Indicando in&tti con 8 un numero fisso diverso da zero e 
positivo ma piccolo a piacer nostro, si ha: 

j m ^^ , h)dx=lj ' + r ì I m-fi+0) \ rp{x , h)dx + 



+K+o)J^x , h)dx=j] m-n+o) }^x,h)dx+ 

+n+0)jf{{x , h)dx+j { m-A+O) ]^x,h)dx; 

e siccome pel teorema precedente Pultimo integrale ha per limite 
zero si vede subito che, onde sussista la formola precedente, 

lim r® 

basterà che sia ^_^ / \f{x)—f{-\-0)\ff{x^h)dx^=0^ quando e 

•/ u 

è piccolo a piacer nostro. 

Ora, se 8 è preso in modo che per ogni valore di x 

fra e 6 ( al pii^ esci ) si abbia in valore assolato 
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fi^) — A+O) ^ ^1 ^^® « è un numero positivo arbitraria- 
mente piccolo, si vede subito che il valore assoluto delPintegrale 

/ {/l^)— A+0)|t(^»A)*c è minore dell'altro al fi{pB^h)dx^ 

ove ^ii^^h) è la funzione dei valori assoluti di 7(07, A) fra e s; 
quindi si può enunciare col sig. Du Bois-Rejmond il teorema 
che dice che: se la futufiofée <f{x^h) oltre a soddisfare alle solite 
eondùfiom generali paste in fine del §. 21^ soddisfa anch^ atiPaUra 

dèe f integrale I ff^{x^h)dx deUa funzione 7i(^, A) dei suoi wdori 

assoluti esteso a un intomo (0,e) a destra del punto resti sempre 
inferiore a un numero finito anche al crescere indefinito di h, 
basterà che la funzione f[x) resti finita e atta alVintegrasfione 
fra e b eche /l[+0) abbia un significato per poéer dire che sia: 

Xb rb 

f{x) (p{x , h)dx = /(-f 0) lim / ffix , h)dx . 
,. . •^'O 

Si ha cosi un teorema che non pone limitazioni per la fun- 
zione f{x) nell'intorno a destra del punto 0, .ma esso le pone 
per la funzione ^x , h); né alP infuori di questo si hanno altri 
teoremi fche conservino tale generalità a f{x). 

La condizione però che si ha per f{x^h) in questo teore- 
ma, per quanto lasci al teorema stesso una importanza e una 
utilità grandissime, fa sì che esso non tórni utile altro che per 
certi sviluppi in serie della funzione f[x) fra i quali non si 
trova lo sviluppo di Fourier, perchè per quest'ultimo sviluppo 

sen hx '^ 

dovrebbe essere ^x^h)= ; quindi, senza più esigere che 

sen97 

non debbano esservi limitazioni in f[x) nell'intorno a destra 

del punto , noi ^passeremo ora a studiare l' integrale 



ri 



ìf^x) — /(+0)i ^x^h)dx per trovare dei casi in cui la 

formola (6) sussiste rigorosamente anche quando non si pongano 
i nella funzione (f{x , h\ o almeno con limitazioni die 
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non escludano V inotesi fs(x , h) = • onde la fonnóla utes- 

*^ ^ sena? 

sa resti applicabile al caso degli sviluppi in serie di Fourìer 

e di altri sviluppi che noi vogliamo qui considerare. 

E osserviamo che quando si sarà trovato un numero 0^ 






non 

'0 

si arA vai limito superiore anche del valore assolnto della 

'b ,. rb 



Jf{x) ff(x\h)dx - A+O) ^^^ ji 



'0 
evidentemente aarìl: 



: Jfixyf^x , h)dx^+o)^^ fi 
rb ri 

I »(« ,h) dx — lim I 
Jù Jù 



>»+ 



+ Tal.a88./r4-0) ] I ?(«,*) <b; — lim / ^a!,A>to)J -|- 



■r 



e così nel caso particolare di <f{x , h) = per la (28) 

sen X 

dd §. 19. e per la (5) del g. 23. si avrà : 

essendo e il numero piccolo a piacer nostro che abbiamo preso 
sopra, /Vo il valore assoluto di /(-f-0), e Xq il limite superio- 
re dei valori assoluti di fìx) — /[-^-O) pei valori di x fra e 6 
e pel' quale può prendersi anche il numero uguale o maggiore 
2X, e p infine essendo il nun^ero degli intervalli 8« in cui bi^ 



f 

Jo 
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ftogna dnrìdere Pintervallo (e,ò) o V intervallo totale (0,&) per 

&ro in modo che la somma corrispondente ^ 8«D« venga mi* 

1 

noie di quel numero che più ci piace. 

25. Ciò premesso, prendiamo dunque a studiare T integrale 
'e 
(A^)— /l+0)}T(^i*)^t ov® A^) fra e e è sempre finita 

e atta alP interazione, /(-j-O) ha un significato, e f)(^,A) sod- 
disfa alle solite condizioni generali poste in fine del §. 21; e con 
queste ipotesi troviamo dei casi in cui questo integrale ha per 
limite zero per h=co dando al tempo stesso caso per caso un 
valore pel numero indicato ora con 6^ . 

n primo di questi casi sarà quello che corrisponde alle 
funzioni f{x) che nelP intorno (0 , s) del punto a destra sod- 
disfano alla condizione che diremo di Dirichlet; quella cioò di 
avere un numero finito q di massimi e minimi fra e s, o me- 
glio di potersi scomporre V intervallo (0 , s) in im numero fini- 
to q d^ intervalli in ciascuno dei quali la frinzione fìx) varii 
sempre in un senso o resti costante. 

In questo caso infatti indicando con p{x) la funzione 
f{x) — /(+0) , con (0 , ©i) , ($1 , sj) , ($j^ ,8) i q intervalli nei 
quali supponiamo scomporsi V intervallo (0 , t) per la funzio- 
ne f[x) e quindi anche per la p(x% e con t^ , t^ , . • t^ dei 
numeri determinati compresi in questi intervalli respettivamen- 
te, basta applicare a ciascun intervallo (6«,6a+i) la formola(3) 
del §. 9. per ottenere subito: 



/ ] m-fi+0) j ^x,h)dx=f{B^~0)j rl{x , h) dx 



+ 



+ {{h+0)j^x,h)dx+({f^ -Oy t({x,h)dx + • . + 



h "^h 



+ p(%-i+0) / fl{x,h)dx + p(e— 0) / <f(x , h)dx, 



S^l •'ty 
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ove p (e| — 0) , pCsi-t-O) .... hanno certamente un significato 
perchè p{x) fra e e ha un numero finito dì oscillazioni; quindi 
se supponiamo che per x compresa fra e e (0 al più esci.) sì 
abbia sempre f{x) — f{-\-0)<ji i « oltre a ciò poniamo la con- 

rx 
dianone che V integrale / (f{x , h)dx per ogni valore di x com- 

preso fra e 6 e qualunque sia h resti sempre numericamente 
inferiore a un numero finito A, basterà osservare in generale 

rp /-p ra 

che 1=1 — f 1 per concludere subito che : 
•/a •/O ^0 

vai. ass. / I f{x)—f{-^0) j (f{x , h)ax < (4j— 2)A<3 ; 

e questo ci permette intanto di dire che , la formula (6) sas- 
j, siste sempre quando fra e 6 la funzione fìx) è atta alla 
, integrazione, e nelP intomo (0,6) del punto a destra, essa 
9 fa soltanto un numero finito di oscillazioni, e la fanzione 
» T(^ 1 ^) ^ ^^0 <^^®) oltre a soddisfare alle solite condizioni 



, generali, soddisfa anche a quella che Tint^ale 



rx 

Jo 



,1 pei valori di x fra e 6 e qualunque sia h si mantiene sem- 
, pre numericamente inferiore a un numero finito A „. 

Si può poi aggiungere che in questo caso si ha 

0a<;(4j— 2)Ao; e se y(ar, A)= -, osservando che allora la 

condizione posta qui per fK^ , A) è soddisfatta (§. 18), e può 
prendersi A=w, si potrà senz'altro asserire che quando f{x) fra 
e 8 fa soltanto un numero finito q di oscillazioni, oltre ad 

aversi per 0<6< o- 
si ha altresì per la (8) : 
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(9) TaLa«.jj/(a:)^«fc:-.^/^+0)j<(4j-2)«a+ 

"r/+o^ "T » ^ s^ B hsenh) h sen e h sen*« ' sens^ 

26. Se poi la fdnzione f{x) fra e s ha un numero infinito 
di massimi e minimi, ma è sempre continua e viene a perdere 
tutti questi massimi e minimi colPaggiungern una funzione di 
primo grado |U7-|~^i o più semplicemente (lar, allora la for- 
mola (6) continuerà ancora a sussistere sotto le stesse condi- 
zioni relativamente a ^x , h); e siccome sarà : 

avremo 8* ^ 2 A(o4-ji6)+ 2Ajie < 4 A(o+|ie) , e nella formola 
(9) basterà sostituire 43c(o-f[i6) al termine (4?— 2)7ra. 

27. Supponendo ora che la funzione ^x , h) sia tale che 

il prodotto X (f{x , h) anche al crescere indefinito di A si man- 
tenga inferiore a un numero finito A^, ciò che non esclude 

r ipotesi ^x , hy= 7 poiché basta allora supporre v > 1 , 

sen^ ' 

sì osserverà che : 

e li concluderà quindi che la formola (6) sussisterà sempre 

quando fra e e il prodotto x ^x , h) col crescere indefinito 
di h non superi mai un numero finito A^, e col tendere di a? a 

zero il rapporto -^-^ — non cresca indefinitamente, o se 

X 

cresce indefinitamente restì atto alP integrazione anche ridotto 
ai valori assoluti, come per es. accade quando non è di ordine 
superiore a quello di una delle funzioni: 
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(10) 



' ~^ ' aì(te)i+l» ' X b5(Px)i+f» ' ' 



• • 



nella prima delle quali (t è positìTO e minore d^mio, e nelle 
altre (t è semplicemente diverso da zero e positivo • 

In particolare dmiqne , la formola (6) sussisterà se il 
p prodotto Xff{x^K) per a; fra e s non supera mai un numero 
, finito À| e se, considerando f{x) come continua nel punto 
, x=0 e uguale a /(-{-O), il suo rapporto incrementale destro 

tU — ^^"' ^ n on cresce indefinitamente al tendere a zero di 

' X 

9 07, o almeno se crescendo indefinitamente resta atto alPinte- 

9 grazione anche ridotto ai suoi valori assoluti «. E supposto al 

sen ì^ 

solito in particolare che si abbia y(a? , h) = — , e che 

sen «37 

'^^ — non divenga infinito per a? = + di ordine su- 

periore a quello di ^^.p^^^^^^^y^^ . sarà: 






ovvero: 

almeno per e Bafficientemente piccolo, e sostituendo nella (7) 
si «rA un limite superiore del valore assoluto della differenza 



X 



sen^ » ir 



28. Supposto che o^ , Og . • . Oih-i siano i punti di mas- 

rx 
tf(iv , h) dx per a; « compreso 

fra e 8 (0 'e 6 esci.), o siano i punti di minimo, e questi 
valori massimi o minimi dell* integrale siano tutti dello stesso 
segno, e non vadano mai crescendo o non vadano mai decre- 
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§. 10. applicate all'integrale / j f{x) — /( + 0j f(x , A)da? ci 



scendo in valore assoluto (*) e supposto sempre cbe fra e s 
si abbia in valore assoluto f{x) — /\+0) < o, le formolo del 

•e 

mostrano che V integrale stesso sarà numericamente inferiore 
a 2 a A 4" <5 / 9i(^ > h^dx-^- 2à ^$ 1 fi(^ ^ h)dx^ o anche a: 

(a) 2 o A+o/ J + / V,(a: , A) da? + ^ D J fp,{x ,h)dx, 

indicando con f^ (x^) la funzione dei valori assoluti di ^x^h\ 
con Df r oscillazione di f{x) negli intervalli (oc«;a«^), e con A 
un numero iSnito di cui si suppone che siano sempre inferiori i 

XX 
(f{x^h)dx pei valori di a; fra e e 

e per qualsiasi valore. finito di A. 

Ma supponendo per es. che a^,a2,..i^-i siano i punti di 

XX 
^{x^h)dx, e indicando in generale con 

a't il punto di minimo fra a« e a«4.|, si osservi che (p{x^h) da 
a, a a 9 non sarà mai positiva e da a'« a ai9+\ non sarà mai 
negativa, o almeno i valori positivi che prendesse nel primo 
intervallo e i negativi che prendesse nel secondo non avranno 
ìafluenza suU' integrale, e quindi sarà: 

/•«t+i fa', /-a,x^ 

/ ?i(a?,*)dT=— / ^(j:,A)dx-f- / (p{x^h)dx; 

e se «i , ot^ , . M ^N-i saranno i punti di minimo delV integrale 




per ogni valore finito di h abbia soltanto on namoro finito dì massimi o di minimi . 
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L 



X 

tp(x ^h) dx ^ e a', sarà il punto dì massimo fra ttf e a«^ | , 

questa formola sussisterà ancora quando si cangino soltanto i 

segni degli integrali del secondo membro. 

Si dedurrà da ciò che nella espressione (a) gli integrali 






saranno sempre numericamente inferiori a 4 A; 



Jo 



e propriamente potrebbe anche dirsi che il secondo di essi non 
supererà mai 3 A, e non supererà neppure A quando l'integrale 

f{x^h)dx fra Oe a| varierà sempre nello stesso senso; talché 

intanto può dirsi che i primi due termini della espressione (a) 
sono inferiori a 10 A a, e T ultimo è inferiore a 4£D«. 

Di qui risulterebbe subito un altro caso di validità della 
formola (6); ma ora, riservandoci di tornarvi sopra fra breve, 
studieremo in altro modo P ultimo termine della espressione (a). 

Osserveremo perciò che aggiungendo Tipotesi che il prodot- 
to X (f{x^h) per qualsiasi valore di A e di a? resti sempre numerica- 
mente inferiore a un certo numero finito B, e indicando con D* la 
massima oscillazione di f{x) negli intervalli (a«,at+|) si vede subito 

r^dx 
che Pultimo termine della (a) è inferiore a B Da / — , ovvero a 

BDjiloge — BDAlogaj; talché ammettendo che f{x) sia continua fra 
e e (0 al più esci.), e ammettendo anche che i punti a^fO^vM^— f 
si avvicinino fra loro indefinitamente col crescere di h in modo 
che le loro distanze a«^| — a« finiscano per essere minori di quel 
numero che più ci piace, ma tali però da essere sempre dello 
stesso ordine di piccolezza di a^ (*), si vede chiaro che a partire da 

un certo valore di h in poi l'integrale / j f{x) — /(+0) | p(^ , A) dx 

a — a 
n Ciò equivale a dire che i rapporti *'*"^ * deroDo esser sempre inferiori 

a an corto numero finito p o discosti da zero più di un namero dato q . 
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sarà namericamente inferiore a quel numero che più ci piace 

tutte le volte che il prodotto D«]og(a«^i — 0$) potrà rendersi 

piccolo a piacere; dunque, osservando anche che e può supporsi 

piccolo quanto si vuole , si potrà ora evidenteme^te asserire 

rx 
che . se V integrale / rp{x ,h)dx e il prodotto x ^x , h) si 

9 mantengono sempre numericamente inferiori a numeri finiti 
9 À e B, e lo stesso integrale nei suoi punti di massimo (o di 
, minimo) a^^a^ ,.-i ^-i fra e s ha sempre lo stesso segno e non 
9 va mai crescendo o non va mai decrescendo, e questi punti si av- 
, vicinano indefinitamente al crescere di A, ma in modo però che 
, le differenze a,^^ — a« si mantengano sempre delPordine di pic- 
^ colezza di «i ; allora la formola (6) sarà applicabile , e si avrà: 

Ojk < 10 A o + B Djk.log s + B 0| , 

„ tutte le volte che nei punti di un intorno a destra del punto 
, zero (0 al più esci.) la funzione f{x) è sempre continua, e 
, oltre a ciò è tale che per ogni numero comunque piccolo 0| 
, si può trovare un intorno (0 , e) dotato della proprietà che 
, in ogni intervallo S preso in esso, il prodotto D^logS del- 
, Voscillazione D^. della funzione moltiplicata per il logaritmo 
, logS deir intervallo S corrispondente sia sempre minore di 
, 0| ,. [S'intende che nel calcolo delle oscillazioni D^ relative 
agli intervalli 8 che terminano al punto zero si dovrà prende- 
re f(-{-0) come valore della funzione in questo punto ] . 

sen Jt X 
In particolare dunque se y (x , A) = , le condizio- 
ni poste per ^{x » h) saranno soddisfatte , e si potrà prendere 
Aear , B^^l-j-e; quindi si può dire che « si avrà; 

b 

x) ■ 

Q sena? 2 

, tutte le volte che negli intorni a destra del punto zero (0 al 
, più esci. ) la funzione f{x) è continua, e per ogni numero 
„ comunque piccolo 9| esiste un intorno (0 , e) tale che in ogni 
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, intervallo 8 preso in esso si abbia in valore assoluto 
„ DjklogS<]a^, essendo T>^ l'oscillazione di f{.v) nell'inter- 
9 vallo S „ . In questo caso poi si potrà scrivere : 

0,<10:ro + 2(l+6h,, 

e con questo valore di 0* la (8) ci darà un limite superiore del 

X sen lix Tc 
f(x) dx — — /T-l-O) . 
^ sen a; 2 



sen Ji^' 

Questo risultato pel caso di «(a:,A) = ^ può dirsi do- 

*^ sen X 

vuto a Lipschitz (*) ; e sì in questo caso particolare, che in quello 
generale di f{x , h) qualunque, esso non rientra sempre in quello 
del §. precedente perchè, bastando nel caso attuale che si abbia 
D^ log S <C <3| t potrà anche darsi che questa condizione sia sod- 
disfatta, e il rapporto sia infinito d'ordine superiore 

o uguale a quello di una delle funzioni ^ , ^ , . , 

X yX V X X vX V X V X 

29. Come accennammo nel paragrafo precedente, avendo ivi 
dimostrato che Tespressione (a) è inferiore a 10 A a-|-4 A X D„ 
avremmo senz'altro potuto concludere che , la formola (6) è ap- 
, plicabile alla funzione f{x) quando per ogni numero comunque 
j, piccolo 0| si può trovare un intorno (0 , e) del punto zero a 
9 destra dotato della proprietà che anche scomponendolo in in- 
„ tervalli piccoli a piacere 8^ , ^2 i • • t ^p "a somma I D, delle 
„ oscillazioni corrispondenti D, è sempre inferiore a o,; (come 
„ avviene per es. se in ogni intervallo 8 preso fra e e si ha 
« Dd* <;c8, con e sempre inferiore a un certo numero finito) „. 
Giova però dimostrare in altro modo questo teorema^ perchè 
allora non si hanno per tf{x , h) tutte le condizioni poste in 
principio del paragrafo precedente, ma basta che, oltre alle 
solite condizioni generali, sia posta l'altra che si ha in tutti i 



(•) Lipschitz propriamente, invece della condizione D » log j <:^0"„ dette l'altra 
più restrittiva I>^<C*' ^' ^^ ^ positivo qualunque (Borchardt. lourn. Bd. 63 ). 
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sia sempre nume- 



casi; quella cioè che l'integrale 1 ^{x^h)d 

Jo 

rìcamente inferiore ad A. 

Indichiamo perciò con {j{x) la diflferenza f{x) — f{-\-0\ e 

con a| , Oj , . . , oLn^i i punti successivi di massimo o di minimo 

Jrx 
f 7(^ , A) d a? fra e e (0 e e esci.) per es. quelli 

di massimo. Si avrà: 

{b)J\m-n+o)\ fi^ , h)dx ^n^Xj+.-.+j \/.x)rf{x , h)dx, 

e se ^t è il punto di minimo fra oe« e a«+|, la funzione f (^,A}, al- 
rinfiiori tutt'al più di una funzione d'integrale nullo, fra a« e ^« è 
sempre negativa, e fra ^g e as+i è sempre positiva, e quindi avremo: 

' p(xyf{x,h)dx=pt j (p(a?,A)da?4-p'« / ^(^ , A) ia? t= 
a. Job ^% 

= ?•(/ — / Jy(^,A)d^ + ?'»(/ — / )9(^,A)d^, 

essendo p« e p'« numeri compresi fra i limiti inferiori e supe- 
riori di f(x) negli intervalli (a, , p,) , (p« , a«+|); e una formola 
analoga si avrà per gli integrali da a a^ e da On-^i a e. 
Sostituendo ora nella espressione precedente (6), il secondo 

membro si ridurrà a una somma di prodotti (p^»| — p») / ^x^h)dx^ 

JO 

e (p, — p',) f 9(0? , A) d a?, e di più vi sarà un termine che sarà 

il prodotto di p„-, o p'„- j per l' integrale / y(a:, A)c2:r; dunque, 

poiché le diflFerenze p',-^ — p« o p, — p', non superano le oscilla- 
zioni che si hanno da a ^^ , da p« a ^ , . . , da a a^ , 
da «1 a «2,...^ si vede chiaro che, se fra e e si ha f{x) — f(r\-0)<j5^ 
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sarà 9ft <[ A( (3-f2 S D, ), ovvero 0^ < A ( o -|- 2 Oj ), e questo 
dimostra il teorema. 

30. Seguendo il processo del §. 28 è facile trovare altri 
casi di validità della formola (6). 

SMmmagini perciò scomposta la funzione f\x) — /(H-0) nel 
prodotto a(j:)p(a:) delle due funzioni a(x), p(a:), per modo che il 

primo membro della (6) si riduca alPintegrale / o^x)^x)rp{j[:^h)cU; 

Jq 

e per quanto in questo integrale il prodotto a{x) %x) tenderà a 
zero con x^ studiamolo dapprima indipendentemente da qaesta 
condizione. 

Supponiamo perciò che oc^ , o^ , • . , a^.| siano i punti di 

massimo o quelli di minimo successivi deir integrale / f(x^h)dx 

compresi fra e e (0 e e esci. ), e per esso come per (f{x , h) 
siano soddisfatte le varie condizioni del teorema del §. 28, 

tranne tutt' al più quella che i rapporti -^ debbano re- 

stare sempre discosti da zero più di un certo numerp q. 
Per le formole del §. 10, avremo: 

/ 0L{x)^xyf{x,h)dx=^D A+ / ja(»)p(x) — To|t(^ i '0^^ + 

a{x)^{xypix,h)dx+'^ I \0L(x)^x)-a{ai.^%a.)]^x,h)dx 

ove è un numero compreso fra — 1 e 1 , D è P oscillazione 
di a{x)^{x) fra e e, e Yo è il valore che ha a{x)^x) , o che 
gli si attribuisce, nel punto x=^0 . 

Ora, poiché il primo integrale è evidentemente inferiore a 

^ f^i re 

D / ^^(x^h)dx^ mentre il secondo è inferiore a pi / rp^{x^h)dx^ 
ove |t è il limite superiore dei valori assoluti di ol(x))ì(x) fra 



53 

O e £, si vede subito come al §. 28. che gV integrali stessi sono 
inferiori aSAD, e4A[j. respettivamente . 

Rispetto poi air integrale che figura sotto il segno V si 
può osservare che si ha : 

a(x) p(x) - a(a.) p(P.)= j <^) - «(«.) j P(^)+«(«.) \ P(^)-P(P.) i , 
e se ^x) fra a| e e è finita e continua e Xo è il suo estremo 

oscillatorio, siccome si potrà anche scrivere (m. L §. 198) 
P(j?) — p (p,) = (a? — p,) X, , ove X, è un numero compreso fra 
i limiti inferiori e superiori di X^ neirintervallo (a«, x)^ si avrà: 

••—3 / Ots+i 

I a(a,) X, (j:— a,; 






+ Z I <^s)h{jC'-'CIL,)^X,h)dX. 

Ora, se P(x) fra e e è sempre finita e il limite superiore dei 
suoi valori assoluti è p', e la funzione a{x) non è mai decre- 
scente o non è mai crescente , V integrale 

|a(j?)— a(a,))P(x)'f(x, A)(iar non supererà in valore assoluto 
a. 

quello della quantità P'{a(a«+4) — «(a*)] / 9i(^i^)d», la quale 

-a, 

per quanto si vide al §. 28 non supera 4 Ap'{a(a,+|) — «(««)]; 
dunque la somma di questi integrali non supererà, in va- 
lore assoluto, quello della quantità 4Ap'ja(e) — «(a^)}, e 
quindi, per e sufficientemente piccolo, essa sarà piccola a 
piacere . 

Passando ora agli integrali / a(aj,)X,(a? — a,)y(a?,A)da:, col- 

r ammettere che fuori del punto zero X sia sempre finito, osser- 

viamo che se a{x) è sempre positiva fra e e, e X^« è il limite 
superiore dei valori assoluti di X fra a^ e a^^.^, gli stessi in- 
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tegrali sono numericamente inferiori a -^ — ^^^^ — » e 

Mg 

qaindi la loro somma sarà inferiore in valore assoluto a 

-^ *(*») ^®» *» ( '^ ' ) ( ~ ) ' ^^® B è un numero posi- 
tivo di cui è sempre numericamente inferiore il prodotto 
X y(a: , h) . 

Ma , per le ipotesi fatte sui numeri «1,0^,... <Xm^| , i 

rapporti -^ ■' sono tutti inferiori al numero finito /?, quindi 

la stessa sonuna sarà inferiore a — i--]^ ^^^^ ^®» «« ( — ) 1 © 

questo evidentemente ci mostra che se il prodotto a(a«) X^« a« 
non supererà mai un certo numero finito G, e la somma 

V( ~ ) anche al crescere indefinito di h si manterrà inferiore 

a un numero finito Jb [come avviene per es. nel caso di 

ff{x , K) == , perchè allora si ha a« = (2 » — 1 ) 04 ] 1 

sen X 

a(a,) X,(a; — a,) ^{x , h)dx 

.... BC;)2 /«iV ^ BCfep« 

mencamente mferiore a — tt^zA — ) » a — ^ — . 

2 ^\ciÌB/ 2 

Ma è chiaro che se vi saranno degli intervalli (a«, a^-i) nei 

quali X non diviene effettivamente uguale in valore assoluto 

a X^,, indicando con X', un valore che sia fra i valori assoluti 
che vez&gono effettivamente presi da X^ nell'intervallo indicato 

si avrà: 

Bp^ 



sarà nu- 



e evidentemente si potrà supporre X'^ talmente vicino a X®« 
che il secondo termine del secondo membro sia sempre di 
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qael grado di piccolezza che piti ci piace indipendentemente da 
h; dunque, poiché se £,, è il calore di x fra a, e a.^i pel quale 
X^ = ± X'« , e se cl{x) da a e è positiva e non è decrescente, si 

ha a(aja, <Ca(S,) i, , e a (a,) \'g a, <a(5«) X', i, , si può affermare 
che, sotto le varie ipotesi che abbiamo fatto, basterà che il pro- 
dotto a{x) X X col tendere a zero di x non superi mai in valore 

assoluto il numero C per poter dire che la somma degli integrali 



/ a(a. 



a(a,) X, (.r — a,) y (a; , h) dx sarà sempre numericamente infe- 
nere a — o ' ^ ^^ valore assoluto si avrà: 

mfa{x)^x) <f{j:,h)dx<4: ) D+p.4 p' [a(s)- a(+0)] | A+,^^'. 

Se poi a{x) da a £, essendo ancora positiva, non sarà 
crescente, la quantità a(-f-O) non sarà certo uguale a zero a 
meno che non fosse sempre a(a:)=0, il che è da escludersi; e 
quindi se e è preso sufficientemente piccolo, a(.r) fra e e, oltre 
essere positiva, sarà sempre diversa da zero. Ma allora si avrà: 

«(«.) X', a, < ^y/r a(i) X', i, <r—T\- «(£•) X', 5, , e quindi quando 

sia soddisfatta la condizione precedente relativa al prodotto 
d-i^f) X X si avranno ancora gli ritessi risultati che sopra, salvo 

a sostituire nella formola precedente a a(e) — a(+0) il suo 

valore assoluto, e a C il prodotto C "T ; dunque, poiché 

a(6) 

evidentemente nel caso di (x{x) negativo basta considerare Tin- 

tegrale — i a(a;) P(i^) dx per ricadere subito nel caso prece- 
do 
dente, riassumendo si potrà ora affermare che: „ quando la 
, funzione ff{x , h) soddisfa a tutte le condizioni poste nel 
I paragrafo precedente ed è tale altresì che i se a^ , o^ ••« 0^»-l 
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rx 
„ sono i punti di massimo successivi delPintegrale / 9(0;, A) da) 

Jo 

« fra e 6, o sono i punti di minimo, i rapporti -^ 

, restino sempre inferiori a un certo numero finito p, e la 

, somma 2à{-^\ anche al crescere indefinito di h si mantenga 

, sempre inferiore a un numero pure finito k\ allora se fra e s 
9 a(a:) è una funzione sempre finita e senza oscillazioni, e P(a;) 

, è anch'essa finita, Tintegrale / ^{p)%x^^{x^}i)dx potrà non 

, avere un limite determinato al crescere indefinito di A, ma 
„ non supererà mai in valore assoluto un numero finito tutte le 
, volte che fra e s (0 al più esci.) p(a;) è continua e. ha un estre- 
9 mo oscillatorio X sempre finito e tale che il prodotto 0((x)2rX 

« non supera in valore assoluto un certo numero finito G; e in 
, questo caso si avrà la formola (10) nella quale però, se a(a7) non 
, è crescente in valore assoluto da a e, a C deve sostituirsi 

" C 7^. , e s'intende sempre che per a(6) — a(+0) debba 

9 prendersi il valore assoluto di questa differenza , . 

Si può inoltre aggiungere che la condizione relativa 

alla somma aà[ — \ è sempre soddisfatta quando, come 

nel caso di 9(i</,A) = , le differenze a,+| — a, sono 

sen^u 

dello stess' ordine di piccolezza di «i , per modo cioè che i 

rapporti -^ ■*, oltre a restar sempre inferiori a un numero 

finito p, non si accostano a zero più di un certo numero q\ per- 
chè allora, ponendo — = <y„ le differenze }«+, — ?« = -^- 

«4 a, 

non saranno mai inferiori a j, e siccome si ha per ^^1 : 
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V /?.Y=_L +^ + . . <_1_+_J_+ . . , 

ovvero : 

f ('?iY<_i_(_L _ _LV_2_(A _i )+.., 

sarà: 

e in particolare si avràVf — ) =l+2i( — ) <I1H — i talché 

si vede anche che in qnesto caso nelle formole precedenti a k 

può sostituirsi 1 +" o — . 

? ? 

31. In particolare poi si può dire che , se 
» /(^) =/l+0) + a(<) P(-^)t e f(x) è atta alla integrazione fra 
, e e come stenipre abbiamo supposto, la formola (6) sarà ap- 
, plicabile tutte le volte che la funzione f{x , h) soddisfa alle 
9 condizioni del paragrafo precedente e al tempo stesso (x{x) 
^ fra e e è finita e non fa oscillazioni, e ^x) è pur sempre fi- 
, nita, e in ogni intervallo fra e s che non termina al punto zero 
* è anche continua e ha un estremo oscillatorio X tale che il 

9 prodotto a{x) x X ha per limite zero per a:==-|-0; e in questo 

, caso se fra e s si ha f{x) — /(+0) < o» « «W ^\<i^i^ 

, si potrà anche scrivere : 



/ 



ì A')-A+0)!?(j',A)dx<2 J5a+2p'[a(0-a(+0)] JA -^p^ a,, 

9 ove /?o"^l> ^ = (A °®^ ^^^ indicati sopra « . 

£ quando a{v) sia continua fra e e ma abbia un numero 
infinito di oscillazioni, allora se f{x , h) soddisfarà sempre alle 
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condizioni precedenti e il prodotto a(^)^Xo ^^^^ V^^ limite 

zero per x='-\-0^ la forinola (6) continuerà ancora a sussiaitere, 
purché anche il prodotto a;^X abbia per limite zero per 

x= -|- , e (x(x) perda tutti i massimi e minimi colP aggiun- 
gervi una conveniente funzione di primo grado. 

È degno di nota che sotto questa forma generale il teo- 
rema ora enunciato non richiede desistenza della derivata dellii 
funzione f{x) fra e e, e neppure suppone la sua continaità 
fuori del punto 0, perchè a{x)^ può essere anche discontinua. 
Se poi si suppone in particolare che a{x] si riduca air unità e 
che f(x) fra e e (0 al più esci.) abbia una derivata determi- 
nata e finita, la condizione precedente relativa al prodotto 
a{x)x'k si riduce alP altra che la funzione xf'(x) abbia per 

limite zero per x = -\-Q\\ e anche così resta sempre estesa 
quella condizione data dal Du Bois-Reymond nel Voi. 79 del 
Qiomale di Borchardt per la quale si richiede che la derivata 
f\x) sia atta alla integrazione anche ridotta ai valori assoluti. 
Aggiungiamo che nel paragrafo seguente ci occuperemo 
del caso in cui il prodotto xf\x)^ o l'altro più generale 
a(a/)a?X non hanno per limite zero per x'-f=0; ma in- 

tanto è da osservare che se f{x) ha la forma precedente, 
e questi prodotti non superano mai un numero finito, il 
teorema del §. 30 non ci assicura che la formola (6) con- 
tinui ad essere applicabile, ma ci permette però ancora di 
dire che al crescere indefinito di h V integrale 

/ I A*^) — /l"f"0)lT(^»'^)^ D^^ supererà mai un certo numero fini- 
to; e se a(.c) p(x)=a(.r) cos ^{x\ basterà che a(a:) j?y(a;) abbia per 
limite zero per .t =-[-0 onde altrettanto accada per A^=oo del- 
l'integrale / a(jc) cos if{x) tf[x , h)dx] mentre se a(.r) x ^'{x) non 
^0 

tende a sero eoo x, ma è sempre inferiore a un numero finito, 
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r integrale / a'.x)cos^(ar)y(a:,A)da? potrà non avere per limite 

Jo 

zero ne una quantità determinata , ma oscillerà soltanto fra 
limiti finiti. In ciò sono compresi alcuni dei risultati ottenuti 

per altra via e soltanto pel caso speciale di f{x , h) = 

dal sig. Du Bois-Reymond nella sua memoria Untersuchungen 
uber die Convergem und Divergenz der Fourierschm DarsUl- 
lungs-formeln ( Abhandl. der k. bayer Akad. der W. IL CI. 
XIL Bd. IL Abth. ) . 

Si deve poi notare che nel caso particolare di f{x , h) =3 

le condizioni poste sopra per ^{x ^h) sono tutte sod- 

sen X 

disfatte , e potendo prendere A = ic , B = 1 +6 , p= 2, j=2, 

Q 

fe= - , se a{x) P(.t) tende a zero con a? , e per a? fra e e si 

té 

ha a(x)P(^)<o, si potrà scrivere: 

r^(^) p(^) «?BJ^dx < 2 j 5a+2p'[a(6)-a(+0)] j tu + 3(l+e) C , 
Jq sen x 

salvo a sostituire a a(s) — a(-| -0) il suo valore assoluto, e a 

C il prodotto C -^^- nei casi indicati sopra . 

^ a(6) 

32. 11 teorema dimostrato ci assicura dunque che quando 
a(.r) è finita e non fa oscillazioni fra e e, e p(ar) ha un 
estrèmo oscillatorio X che fra e e ( al più esci. ) è sem- 

pre finito, mentre a(a?)p(.r) tende a zero con a?, e y(^,A) 
soddisfa alle condizioni dei due paragrafi precedenti, la formola: 






'0 
non può cessare di sussistere altro che quando a(flp) x X non 

tende a zero con x, 

A complemento ora di questo teorema ne darò un altro 



' . 
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che riguarda appunto il caso in cui il prodotto a(x) x X non 

ha per limite zero per x=»-\-0^ o si è incerti sulP esistenza e 
sui Talore di questo limite . 

Si supponga perciò che 1' estremo oscillatorio X prenda 

anche valori indefinitamente grandi col tendere di a; a zero, e, 
limitandoci ad un caso particolare, si ammetta che per a? di- 
verso da zero esso sia il prodotto ^{x)y{v) di due funzioni 
{jl(x), v(2:) Tuna delle quali v{x) è finita e continua per :v di- 
verso da zero, ma cresce indefinitamente senza oscillare al ten- 
dere a zero di x^ e fuori del punto zero ha una derivata 
determinata o un estremo oscillatorio atto alla integrazione , 
mentre |i(x) è tale che il prodotto a{x)^{x) ha per limite zero 
per a?=-f 0, o almeno non cresce indefinitamente; essendo al 
solito a(^) una funzione senza oscillazioni fra e s che (con e 
sufficientemente piccolo ) può anche supporsi sempre positiya, 
e p(a:) essendo sempre numericamente inferiore a un numero 
finito p'. Inoltre, poiché il prodotto p(^)v(;r) è finito e con- 
tinuo fra £{ e s, ove Sj è un numero qualunque fra e s 
( al più esci. ) , ammettiamo che se X(x) è una funzione fra 
6^ e e la cui derivata è ^x)v{x) [come ad es. V integrale 

*x 

P{x) v(a?)dJ7], il prodotto a{x) X{x) col tendere a zero di x sia 

sempre inferiore a un numero finito; e ammettiamo infine che 
il prodotto xv{x)^ non vada mai decrescendo in valore asso- 
luto col tendere a zero di x; e ciò anche nel caso in cui esso 
non ha per limite Tinfinito per x=-\-0 ( il che però potrà sol- 
tanto avvenire quando «(-j-O) non è zero, se il prodotto 
a{x) xX — a{x) [i.(x) x v(ar) non deve tendere a zero con x). 

Così essendo, scegliamo il numero e talmente piccolo che 
fra e 6 sia sempre (x(^)p(^)<C^i ^ indichiamo ancora con 
o(|,ot2,.., atf,..,an~i i punti di massimo o di minimo delPintegrale 



X' 



y(x , A) 



<ix fra e s (0 e s esci.) pei quali pouiamo intanto 
'0 
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taita le condizioni dei due paragrafi precedenti , sapponendo 
inoltre in questo caso che ^(x , h) sia continua fra e e ( al 
più esci. ), e includendo pure la condizione che , mentre a^ 






tende a zero al crescere indefinito di A , i rapporti 

oltre a mantenersi sempre inferiori a un numero finito p , non 
si accostino a zero più di una certa quantità q. 

Considerando allora le quantità v(a|),v(o4),.., v(a^),.., v(a„_^), 
per le ipotesi che abbiamo fatto si vede subito che esse andranno 
successivamente diminuendo in valore assoluto, e quindi per quel 
valore che si considera di A o di a^ , o saranno tutte numerica- 
mente inferiori a —^ , ove r è un numero positivo non supe- 
riore alPunità, o fra esse ve ne sarà una che è maggiore o 
uguale a — ^, mentre le precedenti sono pur maggiori o uguali 
e le seguenti non lo sono, o esse saranno tutte maggiori o uguali 

ad — ; e noi supporremo perciò in generale che sia in valore 
*i 

assoluto y{cLi) > —, e v(a/+|) <C —7. ? • • • senza escludere che cut 

possa anche essere lo zero o an—^ , ec. 

rx 
Osserveremo poi che se l'integrale / tp{x^h)dx non supe- 
ro 
ra mai A in valore assoluto, per le formole del §. 30 si può 
scrivere : 

/ a(jr)p{x>f(j?,A)d.r = 100A(3+2 / la('^)— «(«•>! Pr%(^»*)*H- 
JO 1 ^a. 



+ 



2 a(aO / j ^{x) - P(a.) j ^{x , h)dx 

1 ^a. 



con — 1^8^1; e coi ragionamenti stessi del medesimo paragrafo 
si vedrà intanto che la prima somma del secondo membro 
è numericamente inferiore in valore assoluto a quello di 
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4Ap'jo((i) — a(+0) I , e quindi, se e è abbastanza piccolo, 
essa sarà piccola a piacere. 

La seconda somma poi pnò porsi sotfco la forma: 

2 + a(aO / I p(x) -p(a,) \ ^(x , h) dv+ 2", 
i •^at *+4 

e se ai sarà zero la prima somma mancherà insieme al secondo 
termine, mentre se at sarà On-t mancherà questo termine in- 
sieme alV ultima somma ; e se a/ sarà a^ mancherà soltanto 
la prima somma , mentre se ai = «n^ mancherà soltanto 
V ultima. 

Ora per l'integrale a(a/) I jP(.r) — ^{cit)ì^{x^h)dx^ quando 

occorre di considerarlo, si osserrerà che se a't è un punto fra 
o/ e oi^i nel quale la differenza P(.r) — p(a/) ha il massimo 
valore assoluto, V integrale stesso è numericamente inferiore 

a a(«<) [ P(<*"') •"• K*0 1 / ^i{x,h)dx ove <fi{Xjh) è la fon- 

zione dei valori assoluti di ^{x , h); e poiché al solito si ha 

/ ^{x ^h) d X <C i A^ esso sarà numericamente inferi<Hre 
Jat 

al valore assoluto di 4 A a[a/) [ P(a"<) — ?(«/)], e quindi, os- 
servando che questa quantità può porsi sotto la forma 
4 A p;a"0 [ <oii) - ot(a"0 ] + iA[ a(a"0 p(a"0 - «(«0 PC»/)) ] , 
si vedrà senz'altro che lo stesso integrale è numericamente 
inferiore a 4Ap'[a(e)— a(+0)]+8 A o, ove di [a(£)— a(+0)] 
deve prendersi il valore assoluto, e in conseguenza esso è ar- 
bitrariamente piccolo. 

Rispetto poi alla somma \, quando occorra di conside- 

rarlat si osserverà che , se x ^{x , h) è sempre inferiore a B in 
valore assoluto, col processo stesso del §.80 si trova che essa è nu- 
mericamente inferiore all'altra - 2*(*»)^^«*» ( '^ ' J ( "^ ) i 
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ove X'^^ è al solito il limite superiore dei valori assolati di X 

P 



^8+1 flti 



fra ot, e a,+, ; e se i rapporti -^ * sono sempre inferiori 

a un numero finito p, e ji®, è il limite superiore dei valori as- 
soluti di {i.(J7) fra cLs e a«^| , si vede subito che essa sarà an- 

che inferiore a ^Pl Y a(a*)^^a.v(a,) f - 1 , 

2 ff? ^''•^ 

Ma avendo ammesso che in valore assoluto il prodotto 

JT v(jr) col tendere a zero di x non vada mai decrescendo, è 

chiaro che nella ultima somma il maggiore valore assoluto dei 

varii prodotti a» v(a5) sarà quello di au^^ v(a^+i) , e quindi non 

1 
supererà a^^^^ -- giacche v(a/+i)<[— ; dunque si vede intanto 

•1—2 /**»+! 

che la somma ^ / {P(^) — P(^»)] 9(-^i^) ^^ sarà numericamente 

inferiore a ,»f ^i'"^'±i"f «(aOl^^f^Y. 

Ora, quando vi siano degli intervalli (a« , a^+j) nei quali 
{i^ff non sia il massimo, ma sia semplicemente il limite supe- 
riore dei valori assoluti di [i*(^')» indicando con ^'» uno di quei 
valori assoluti che vengono effettivamente presi da |i(:r) nello 
stesso intervallo ( a» , a«+| ) , si potrà supporre |i'« vicino quanto 
si vuole a (JL^( , e si avrà : 

B P^ «. '- «... V , /«. Y B p' g, '^ g,,, "^ /«A» , 






e indipendentemente da & e da e la seconda somma del secondo 
membro potrà rendersi piccola a piacere prendendo |i'« abba- 
stanza vicino a {i®«. 

Ora se a(x) tende a zero con ^, e x\ è il valore di x 
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pel quale |i.(-3?)^= ±|i'f, si ha evidentemente a(a,)[j,'»<a(a?'«) ji'* ; 

quindi, se y è un numero di cui è sempre inferiore in valore 

assoluto il prodotto oiJ(x)^{x\ si avrà sempre a(a,)(x',<CT« 

Se poi <x{x) non tende a zero con x^ si avrà 

afa ì 
a(a,)ji^==-y--~ a(j7'«)(i',, e quindi sarà a(a,)|JL',< a-jf, essen- 

af eì 
do a il rapporto V^ o il rapporto inverso; dunque in ogni 

caso si avrà in valore assoluto: 

essendo a=l se a(+0) = , e uguale al maggiore dei dne 

rapporti ?^, ^m T\ s® «(+0) non è zero; quindi, poiché 

a(-|-0) (i(E). 

per le nostre ipotesi sui rapporti -^ ^ si ha (§. 30) 



«1 



nz2/^ \2 



\'/^?iY<-^^,e?^=l+-'^*^^kl+P, si vede ora chia- 

••—2 r^9H 

ramente che la somma ^ «(«») / !P(^) — P(*»)|t(^? A);fj: 

i+i •/a, 

2q 
dipendentemente da e, quando o.{x)}f.{x) tende a zero con x 
sarà anch^essa minore di quel numero che più ci piace; e lo 
stesso accadrà anche quando a{x) ^{x) non tende a zero con x 
ma non cresce indefinitamente^ purché allora non sia r=l. 
Resta dunque ora a considerarsi la somma 

2a(a») I jP(^)[ — P(3t«)] ^{x^h)dx nel caso che essa vi sia, 
e per questo osserveremo che essa si compone delle due: 
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Va(ot,) I ^{x) (f{x ^h)dx —^ CL{at) p{cLt) 1 ^{x^h)dx; e poiché (a 
causa delle ipotesi che ahbiamo poste intomo ai valori del- 

P integrale / ^{x^h)dx nei suoi punti di massimo successivi, 

o in quelli di minimo) gli integrali / rf{x^h)dx sono tutti 
dello stesso segno o nulli, è evidente che il secondo termine 



sarà numericamente inferiore al valore assoluto 



rat 
di a 1 '^{x,h)dXj 



ovvero a 2aA, e basterà quindi occuparsi del primo. 

Per questo poniamo x :f{x , h) = tp(r , h) , Questa funzione 
^^jc , h) sarà sempre inferiore a B in valore assoluto^ e sarà 
zero nei punti «o ^» • • • » o^^-i > quindi poiché si ha: 

applicando una integrazione per parti col prendere ^ > co- 
me fattore finito, e coli' osservare che per l'integrale indefinito 

P(a7) v(.r) d X può prendersi -/j^x) — , ove H é il limite 

per x=-\-0 di a('^)x(^) ^e si sa che questo limite esiste, o 
altrimenti è un numero finito che potrebbe essere qualunque 
ma che allora noi lo prenderemo senz' altro uguale a zero , si 
troverà subito: 

ovvero: 

n(ai.)jmf{x , h)dx=^- J\lla.) xix)-E j ^x,h)^(j^^ dx- 



f 






«•-i|a(«.)xW-HU<I'(^,*)^^ 



X v(x) dx 
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Ma si osservi che se per x=0 e h finito <p(JT , h) si man- 
tiene finito, con una integrazione per parti si ha: 

(f(a?, A)dx= ([/(a? , A) log X — / log a: ^ ' rfjr , 

L Jo ^0 ^^ 



ovvero ; 



Jù Jù ^^ 



ove (-r^l indica un numero compreso fra i limiti inferiore e 
superiore di —^-^ P®r a? fra e a,. Si vedrà subito da 

lim r^ 

ciò die in forza delle nostre ipotesi a meno che r__ / f{^ , h)dx 

non sia zero, la derivata — ^— -^— col tendere a zero di x deve 

' dx 

prendere anche valori tanto più grandi quanto più a^ è piccolo, 
talché se s^ indica con ^'q il limite superiore dei valori asso- 
luti di \j fra «i e s, questo numero ^'q dovrà crescere 
indefinitamente alP impiccolire indefinito di a^. 

Sostituendo ora nel valore precedente di a(a«) f ^{xyp{x^)dx, 

e indicando con x\ il valore di x fra a, e a«4-i pel quale la 
funzione continua a(a,) ^(a?) — H prende il suo massimo valore 
assoluto fra a, e a^^^ , si vede chiaro che lo stesso integrale 

a(a,) / ^(07) fp^x , h) dx sarà numericamente inferiore a : 



67 



ove di a{oLs) x(^'») — H bisogna prendere il valore assoluto ; 
quindi se per i valori 1, 2,..,< — 1 di s queste quantità 
a(a«) "xi'C'g) — H si mantengono inferiori a t , la somma 






^ oi(a,) / ^{xyf{x , h) dx , quando è da considerarsi; sarà nu- 



nierìcamente inferiore a: 
ovvero a: 

giacché v(a/) > — , , e < 1 . 

^ — tti a* 

Si supponga ora dapprima che a(x) y{x) per j? = -|- 

abbia un limite determinato, e questo limite sia il numero H. 

Allora, se s è talmente piccolo che per x fra e e si abbia 

sempre in valore assoluto a{x) y(.r) — H <[ a^, essendo o^ un 

numero piccolo a piacere , si vede subito che nel caso in cui 

a(.r) pei x = + ha per limite zero ; quando H=0 si avrà 

«(or,) 7(.t',) — H= ' "f a(.r',) yX^'») < <5i ? e quando H è di- 

0\X f) 

verso da zero, per es. positivo, per essere allora anche xW 
positivo, .sarà a(a,) Z(x',) — H < a(x',) X{x\) — H <C<J|, talché 
in questi casi t sarà inferiore a Oj . 

Invece se a(.r) non ha per limite zero per ar = -|- , 
avendosi : 

si vede chiaro che t sarà inferiore a (3i+(H+0i) -, « 

ove di H-j-'3j,e a(s)— ^a(-|-0) bisogna prendere i valori assoluti, 
e a' è a(e) o a(+0) secondoché a(.r) da e a non va decre- 
scendo o non va crescendo; dunque anche in questo caso z sarà 
piccolo a piacer nostro , e in conseguenza se il prodotto 
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^ì^^(ti o ^{^—~3 ^on supera mai un certo numero finito, 



dx 



1 ^aa 



anche la somma \ a(a,) / ^x)f{x^h)dx sarà piccola in va- 

1 *^aa 

lore assoluto quanto si vuole , poiché essa sarà inferiore a 
(oj -\- Ìq) (B Oi+aj'' 4>'o )j ove A'q è zero o è il valore assoluto di 

(H+o^) — — , , secondochè a( +0) è zero o nò , e o^ è 

(a 

f 1 .... 1 

la differenza numerica fra — 7-: e il limite di — -, — r perar=-4-0, 

e v(6) x^^{xy 

e quindi è arbitrariamente piccola dipendentemente da e. 

Lo stesso risultato si ha se il prodotto a(x) f^x\ pur man- 
tenendosi sempre inferiore a un numero finito (; f ra e e, non 
ha un limite determinato per a?=-|-0 , o si è incerti, purché 

allora il prodotto a.^ ^ ^ , o a^ — ^^~~^ abbia per limite zero 

per x = -|-0, giacché in tal caso, preso H=0 , si troverà 
che il valore assoluto di t sarà inferiore ad a e, ove a ha 
il significato stabilito sopra ; e in conseguenza la somma 

y a(ag) I P(a?) (p(J7 ^h)dx sarà numericamente inferiore ad 

a e (Boa + foaiO- 

Riassumendo dunque si può ora evidentemente concludere 
che: n se la funzione tp{x , h) è continua fra e e, e soddisfa 
9 ancora alle condizioni dei due paragrafi precedenti, inclusa 
, quella che mentre a^ tende a zero col crescere indefinito 

„ di A, i rapporti -^ oltre a restare sempre inferiori a un 



«1 



j, numero finito p non si accostino mai a zero p^ di un certo 
numero y, e di più è tale che per x fra a^ e e la derivata 
di X (f{x , /*) moltiplicata per a/ con r < 1 resti sempre 
numericamente inferiore a un numero finito C; allora la 
» formola (6) sussisterà anche nel caso in cui avendosi 
^ f{x)^f{'{-0)+a{x) ^{x\ il prodotto 'y.{x)^x) per x =+0 ha 



fi 
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limite zero, a{x) non fa infinite oscillazioni fra e £, e P(j^) 
è sempre namericamente inferiore a un numero finito ^', ma 
non è soddisfatta la condizione lim a{x) x\ — del para- 

gr&fo precedente o si è incerti sa questo, purché però allora 
, si&no soddisfatte le condizioni seguenti: 1.^ che X si decom- 

, ponga nel prodotto ^{x) v(.i?) di due funzioni \i*{x\v{x) la prima 
y delle quali \i{x) è tale che se r<l il prodotto ol{x)\i{x) non 
, cresce indefinitamente al tendere di x a zero, e se r=l ha 
, per limite zero; e la seconda v{x) è finità e continua fra 
B O e 6 , cresce indefinitamente al tendere a zero di x senza 
« oscillare , e ha una derivata o un estremo oscillatorio atto 
„ air integrazione fra s^ e e, essendo ej un numero qualunque 
, compreso fra e e (0 al più esci.); 2.® che il prodotto x v(j?) 
9 col tendere a zero di x non decresca mai in valore asso- 
V luto (*), e se 5((a?) è una funzione la cui derivata fra Si e e 

rx 
» è p(.r) v(j?) [come ad es. l' integrale f ^x) v{x)dx'] il prodotto 

» a(^) xi-^) P®' a?=-|-0 ahbia un limite determinato e finito H; 

, con questo però che se la condizione relativa al prodotto 

« ^(^) xC*^) ^^" ^^^^ soddisfatta o si sarà incerti, pur sapendosi 

, che questo prodotto per :r fra e e resta sempre inferiore a un 

9 numero finito e, la formola (6) continuerà ancora a sussistere 

9 purché allora il prodotto di a/ per la derivata di X(p{x^h) 

, quando x è tr^ ol^ e e tenda a zero insieme ad a^ ». 

33. In questi casi poi se Hq sarà il limite di — -r-r per 

X )/\Xj 

ir = -[- 0, e 8 sarà scelto in modo che fra e e a(j;) non 
faccia oscillazioni , e t>i abbia sempre in valore assoluto 

a(-p) [i(^)<o, a{x)^{x) < Y, — 7-^ — Hq < Oj , essendo , e 3^ 

E chiaro che quando x v(x} col tendere a zero di e non decresce in valore 

a9so1ato, altrettanto accade del ano prodotto per la funzione crescente —, ossia di 

v{x); talché allora la condizione che y(x) cresca all'infinito senza oscillare col 
tendere a zero di x Tiene soddisfatta da so, e si potrebbe fare a meno di porla 
esplieitamente. 
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numeri positivi arbitrariamente piccoli, e 7 nn numero finito 
che 8er=l dovrà pare essere arbitrarìament« piccolo, si avrà 
in valore assoluto: 

f[f ') - A+O) ]T(x,*)rfx<4A 1 5 0+2 P' [ «(s) - a(+0)] | -j- 

ove di a(s) — a(+0) bisogna prendere il valore assoluto; a è uguale 
ad uno se a(4-0)=0, ed è invece uguale al più grande dei due 

. a(6) a(+0) :, , , ^, 

numeri , — ~-^ quando a(-f 0) non è zero; t può pren- 

dersi uguale ad a e se il prodotto a{x) -^{x) è sempre numerica- 
mente inferiore a e e non ha un limite determinato per rc=-|- 0, 
si è incerti, e allora C deve potersi rendere arbitrariamente pic- 
colo; mentre se a{x) yj^x) ha un limite determinato H per x=-\-0^ 
e fra Oe e si ha a(j?)y(a?) — H"<<3| essendo o^ arbitrariamente 
piccolo, si può prendere t=Oi-|-A;Q, ove Ajq è zero se a(-f 0)=0, e se 

a(+0) non è zero k^ è il valore assoluto di (H+Oi) , i 

a 

essendo a il più piccolo dei due numeri ot(-f-O), a(e). 

E si può al solito aggiungere che se a{x) fra e e farà 
infinite oscillazioni, ma le verrà a perdere tutte coir aggiungervi 
una funzione di primo grado, la formola (6) continuerà ancora 
ad essere applicabile tutte le volte che siano soddisfatte le con- 
dizioni precedenti, e dei prodotti x |i(.t), x x{x\ il primo abbia 
per limite zero se r=l e un limite finito se r<^l , e l'altro 
abbia un limite determinato e finito, o almeno siano soddisfatte 
per esso le condizioni che si avevano sopra pel prodottcra(j?))((a7). 

84. E degno di nota che i due ultimi teoremi qui dimo- 
strati danno un campo immenso di validità della formola (6), 
e può dirsi che si completino a vicenda, perocché quando per 
una certa funzione /(^)=/l+0)+a(a7) ^^) non sia applicabile il 
primo teorema per la ragione che il prodotto oi{x)x'k non ha per 

r 

limite zero per .t=>|-0, o si è incerti, sarà subito il caso di osa- 
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minare se sia applicabile il secondo; né le condizioni che si hanno 
per <p(a7 , h) sono molto restrittive, e d' altronde esse sono tutte 

soddisfatte quando f{x^h)= , perchè allora, con a^ =v i 

a»=(2« — 1) , , si ha »=fl=2, e, essendo a^dx , K)= sen hx. 

^ h /- ^ ' ' ^^ ' ^ sena? 

il prodotto aj —^ — -J^ ^-=^per x compreso fra e e non supera 

et X 



7c^2-[-e)^, e può prendersi quindi C=7c(2+6)*, con A=w,B=l+s. 

E mentre p. es. se a{x) tenderà a zero con x senza oscillare, 

la fbrmola (6) sarà applicabile senza eccezione veruna in forza del 

primo teorema quando x X non cresce indefinitamente, nel caso 

r 

invece in cui col tendere a zero di x questo prodotto x X prenda 

? 

anche valori indefinitamente grandi il primo teorema potrà pre* 
sentare delle eccezioni che ci facciano restare nel dubbio; ma 
allora si potrà passare ad applicare il secondo teorema, e bene 
spesso le indicate eccezioni verranno a sparire nel fare questa 
applicazione . 

35. Così in particolare quando ^{x^h) soddisfa alle con- 
dizioni che respettivamente abbiamo poste nei varii casi, sup- 
ponendo che sia : 

ove a{x) tende a zero con x senza oscillare, ^{x) cresce in- 
definitamente , e P \^\{x)\ fa infinite oscillazioni , se avverrà 
che la funzione l?{z) anche al crescere indefinito di z rèsti 
inferiore a un numero finito insieme alla sua derivata F'(2f), 
per il primo teorema si potrà dir subito che se il prodotto 
x ^\x) col tendere a zero di x non supera mai un certo numero 
finito la formola (6) è applicabile alla funzione f{x) . 

E se il prodotto x^\x) crescerà indefinitamente, il primo 
teorema potrà non bastar più ; ma allora applicando il secondo 
teorema, coli' osservare che posto ora P(ir) = F[(I;(a:)] si ha 
P'(a?)=P'[([)(a?)]t|;'(a?), e si può prendere quindi |i'(^)=^F'[^(^)], 
v(ar)=?j»'(a?), si vedrà subito che se F'(^) è sempre finita, e ^"[x) è 
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atta alla integrazione fra Sj e e (0<^£j<^6), la formola (6) è ancora 
applicabile tutte le volte che il prodotto x t^\x) nel suo crescere 
air infinito mentre x tende a zero non fa oscillazioni, e l'altro 

Jrx 
F W(^)] ^Xx)dx ha un limite determinato e finito , o 
e 

almeno non supera mai in valore assoluto un numero finito e, 

Più particolarmente dunque, supponendo che sia : 

f{x) = /*(+0) + a(^) cos f^x) , o Y{z) = cos z ^ 

si trova ora che se ai{x) tende a zero con x senza oscillare, la 
forraóla (6) sarà applicabile a questa funzione f{x) quando il 
prodotto X ^'{x) non prende mai valori superiori a un numero 
finito, e anche quando cresce indefinitamente al tendere a zero 
di 07, purché allora esso non faccia infinite oscillazioni fra a s, 
e la funzione 'Y {x) sia atta air interazione da s^ a s (0<C6i<C£)i 
giacché in questo caso la condizione che si aveva; sopra pel pro- 
ra? 
dotto a(x) / F[^{x)]^'{x)dx è evidentemente soddisfatta. 

E, come già dicemmo , rispetto a t(j? , h) non si hanno 

altro che le limitazioni poste sopra; talché ritroviamo così come 

caso particolarissimo un teorema che il sig. Du Bois-Reymond 

dette pel primo nella memoria citata al §. 3^1 sotto la ipotesi 

sen A X 

particolare di tp{x^h)= e di a{x) finita e continua ec. 

s^n X 

36. Nei paragrafi precedenti abbiamo supposto che se 

f{x) — fl-\-0)=a{x)^{x\ V estremo oscillatorio X di ^x) , pure 

potendo crescere indefinitamente col tendere a zero di x, sia 
però sempre finito per x diverso da zero. 

Volendo ora dare un teorema che s' applichi anche al 
caso in cui X \ diviene infinito fuori del punto zero in punti 

vicini quanto si vuole a zero , e quindi anche fra e e , 
mentre aL{x) resta ancora una funzione sempre finita e priva di 
oscillazioni fra e e, ^x) oltre essere sempre finito, è anche 
continuo per tutto tranne tutt^ al più per a:==0, e a(ar)g(x) 
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tende a zero con a:, noi osserveremo che se X^ è atto alla in- 

P 
tegrazìone fra e e, applicando la formola del Da Bois-Rey- 

mond data al §. 9. e poi integrando per parti si trova: 
nA^)-f{+0)]^x,h)dx=^a,{^0) fm^^^h)d^+<^) fkxyf{x^)dx= 



-a(+0) 



I K^^ 1 ?(-^i*)^^+a(s)?(e) / tp{x,h)dx-a(t) f ^c f 9{x,h)dx^ 

ove 0^6^ <6; e quindi, se per ^ f ra e s sarà in valore 

rx 
assoluto / 9(x , A) da? <; A, a{x) p(a?) < o, fi{x)<CoL\ e se X sarà 

• ^ 

atta alVintegrazione anche ridotta alla funzione X®^ dei suoi va- 
lori assoluti, r integrale precedente o Oa sarà numericamente 

inferiore a [2a+a' / X%dx] A^ e la formola (6) sarà applicabile. 

Se poi ammettiamo anche che i valori massimi successivi (o i 

P 
minimi) delPintegrale / (p{Tji)dx siano sempre dello stesso segno e 

non vadano crescendo o non vadano decrescendo in valore assoluto, 
allora si può osservare che, trovate le prime formole del §. 80. 






invece di trasformare la somma y I a(a,;[p(a:)— p(a,)]f(x,A)(ir 

coi processi di quel paragrafo, possiamo anche trasformarla ese- 
guendo sui suoi termini una integrazione per partì, e riducen- 

dola così all^altra V / a(a«) X^ / ^{x ^h)dx, 

1 ^^a^ ' •^x 

Ammettendo allora che a(x) tenda a zero con x e che oi(x)k 

? 

sia atta all'integrazione fra e e anche ridotta alla funzione 
[]a(x)XJQ dei suoi valori assoluti (qualunque sia allora X*^^), 

r r 

basterà osservare che per 2; fra e e si ha in valore assoluto 
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Jx 



9(ar , A) d a: < 2 A , e a (a,) ^ a (a?) , per concludere suliita 
^x 

che la somma precedente è numericamente inferiore a 
2 A / [a(ic) Xfl]o d a?, e che in consegaena» la formola (6) è ao- 

Cora applicabile f e si ha in valore assoluto: 

«^*<2 J5o + 2p'[a(0-a(+0)]+y [a(a:)Xp]orfa?j A. 

Se poi a(-|-0) è diverso da zero^ le condizioni d^ntegrahilita 
di [tt(^)XJo ^ ^% ^on sono distinte fra loro, e allora si 

ricade nel caso precedente; dunque si può ora concludere che 
j, se la funzione ^x ^ h) per x compreso fra e e è tale che 

rx 
, rintegrale / ^x , h) dx qualunque sia h è sempre numerica- 

, mente inferiore a un numero finito A, e i suoi massimi sue- 
, cessivi ( i suoi minimi ) sono sempre dello stesso segno , e 
, non vanno mai crescendo o non vanno mai decrescendo in 
, valore assoluto, la formola (6) sarà applicabile alla funzione 
, f{x) tutte le volte che, essendo f{x) = f{-\-0)'\-a{x)p{x\ la 
funzione a{x) fra e s non fa infinite oscillazioni e la fun- 
zione P(x) è sempre finita, e ha una derivata o un estremo oscil- 
latorio X^ che moltiplicato per a(x) resta atto alla integra- 
li zione anche ridotto ai suoi valori assoluti; e nel caso in cui 
9 la derivata o Testremo oscillatorio di f{x) o di ^{x) siano atti 
, alPintegrazione anche ridotti ai valori assoluti, allora perchè la 

n (6) sia applicabile basta che V integrale / f{x,h)dx soddisfi 

Jo 

9 alla solita condizione di essere sempre numericamente infe- 
n riore a un numero finito A n; e in qutsti casi i limiti supe- 
riori dei valori corrispondenti di 9^ saranno quelli che abbiamo 
indicati sopra. 

Questo teorema pone per 7(<r,A) meno restrizioni di quelle che 
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si avevano nei due precedenti, e nel caso in cui a(ic)=l e ^(x\ o f\x) 
Ila una derirata fra e s si riduce a quello del sig. Da Bois-Rey- 
mond che abbiamo ricordato al §.31. Esso poi evidentemente 
potrà essere applicabile quando non lo siano quelli dei paragrafi 
precedenti, come potrà accadere anche Tinversa; e in particolare 
potrà app!icarsi al caso appunto che noi volevamo considerare , 
quello cioè in cui X fra e e diviene infinita in un gruppo infi-> 

nito di punti di prima specie di cui è un punto limite. 

37. Per trovare un altro caso di validità della formola (6) 

quando Tintegrale / 9 x^h)dx soddisfi alle condizioni del teorema 

del §• precedente, e x 'f{x^h) sia sempre numericamente inferiore 

h 

a B, si consideri ancora l'integrale / (t{x) p(ar) ^{x^h) d t, suppo- 

/o 

nendo che il prodotto a{x)^{x) abbia per limite zero per a?=-|-0, 
che a(jr) sia sempre finita e non faccia oscillazioni fra e e, e 
che la funzione p{x) sia atta alla integrazione essa pure fra e s, 
essendo al tempo stesso finita almeno tale che il prodotto 

- / ^{x)dx sia sempre inferiore a un numero finito (*). 

Jrx 
' ^(x)dx=x^{x), Y(a?) quando 
u 



le sia attribuito un valore finito qualsiasi anche nel punto x=0^ 
sarà una funzione di x sempre finita fra e e, e fuori del 
punto zero sarà anche continua; quindi, poiché in ogni inter- 

vallo (sj ,5), essendo 0<Sj <*£, i due fattori —, / P(x) dx 
hanno per estremi oscillatorii — -^ e ^x) funzioni che dif- 

f) Cosi p. ee. non potrebbe essere ^(«)=r—|f/« een-K mentre potrebbe aTeisl 
iuTcce ^ (ar) = — ^a; sen -) . 
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feriscono da queste per funzioni d'integrale nullo, potremc^ 
prendere per estremo oscillatorio X di ^{x) per x diverso d» 

zero la somma — ^ / ^x)dx^ e questa somma sarà atta 

X X Jq 

alla integrazione fra e^ e s (m. 1. §§. 265 e 269). 

Q(x) 1 r^ 

Ora, essendo X =^-i-^ . I ^{x)dx, o ^x)=^T\-\-'(ixy, 

sì vede subito che per le nostre ipotesi, il prodotto x \^ sarà 

atto air integrazione non solo fra e^ e s, ma anche fra e e^ 
come lo sono pure P(x) e ^(r); quindi si può scrivere: 

Xa{x) P(ar) ^{xfi) dx = 1 a{x) '^{x) ?(.r,/j) rfx + / a(^) \ ^'^i-^ i *) ^-t* , 

e se il prodotto a{x) X sarà atto air integrazione fra e e anche 
ridotto alla funzione [«(a?) X \ dei sucri valori assoluti, il secon- 

do integrale sarà numericamente inferiore a B / [cf.{x) 'k']^d x. 

Osserviamo ora che siccome a{x) fra e e non fò oscilla- 
zioni , e a(x) p(ar) tende a zero con x^ la a{aj) stessa dovrà pure 
tendere a zero, o dovrà tendervi p(jj) e quindi anche 7(^7), e il 
prodotto a{x)^{a)). Ne segue che a questo prodotto sarà ap- 
plicabile il teorema che abbiamo dato nel paragrafo precedente 
pel caso del prodotto a(a;) ^x); e quindi l' essere atta alla in- 
tegraziooe la funzione [a(.)X^], porterà senz'altro che anche 

l'integrale / a{x)t{x)^{x,h)dx sia di quel grado di piccolezza 

che più ci piace; e nel caso in cui anche la funzione dei va- 
lori assoluti di X sia atta alla integrazione fra e s non vi 

rx 
sarà neppur bisogno che Tintegrale / (p{x^) dx soddisfi a tutte 

JQ 

le condizioni del teorema del §. precedente, ma basterà che sod- 
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diafi a quella di essere sempre numericamente inferiore ad un 
nnniero finito À; dunque evidentemente si può ora asserire che 
« se aofp{x,h) è sempre numericamente inferiore a un numera 

XX 
^{x , h) dx soddisfa alle condizioni 

, del teorema del §. precedente, e f(x) — /(+0) =a(x) ^x\ ove 
9 ckXjv) non fa infinite oscillazioni e ^x) è atta alla integrazione 

1 C^ 
„ ed è tale cte il prodotto if(^) =~ / P(^) ^ ^ sia sempre nu- 

9 mericamente inferiore a un numero finito, allora se avverrà 
« clie la funzione a(x) X , ove X è uno degli estremi oscillatori! 

» ■ [P(^) — Y(^)] di 7(3?), resterà atta alla integrazione fra e e 

9 anche ridotta ai suoi valori assoluti, la formola (6) sarà ap- 
9 plicabile alla funzione f{x)\ e nel caso in cui anche la fun- 
ai zione dei valori assoluti di X sia atta alla integrazione &a 

9 e 6, allora per ^integrale 1 ^{x , h)dx potrà tralasciarsi la 

^0 

^ condizione relativa ai massimi minimi, e basterà che esso 

, sia sempre numericamente inferiore a un numero finito A ^\ 

e anche in questi casi si avranno con tutta facilità i limiti 

superiori del valore di 9*. 

Se a(a?) = 1, e ^{x) ammette una derivata fra e t, questo 

teorema si riduce a quello trovato dal Du Bois-Beymond; e se 

(x{x) fra e s fosse continua e facesse un numero infinito di 

oscillazioni, ma però venisse a perderle tutte coir aggiungervi 

una funzione di primo grado, il teorema continuerebbe ancora 

a sussistere purché allora anche x ^{x) a^\ avesse per limite 

zero per a; = -j-0,ea?X o P(a?) restasse atta alla integra- 

T 

zione fra e s anche ridotta ai suoi valori assoluti. 

38. Del resto , ammettendo ora senz' altro che ^{x , h) sod- 
disfi alle condizioni tutte dei §§. 30 e 31, è facile mostrare 
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anche un teorema molto più generale pel caso che a(j?) e ^•^) 
soddisfino ancora alle condizioni poste in principio del §. preced. 

Indichiamo con fi , ^^ , fz v-m ?»*~4 ) ?n ^ funzioni di x finite 
e continue fra e e, e ammettiamo senz* altro che fra e s 
(0 al più esci.) esse ahbiano le loro derivate determinate finite 
e continue almeno sino a quelle degli ordini 2.%3.*,4.**..n'\(n-j-l)'* 
respettiyamente, e ne esse né le loro derivate o i prodotti di 
queste quantità e di potenze di x facciano fra e e infinite 
oscillazioui. Inoltre ammettiamo che se tutte o alcune di queste 
funzioni 7i « 'f ^ ^ • • i ?h tendono a zero con x , i respettivi loro 
ordini d^infinitesimo rapporto a x^ oltre essere pienamente deter- 
minati, siano i numeri positivi o nulli m^ i tn^ ^ • • i t/ti, tali che le 
quantità w^ ,m,+iWjj,m,4-W2 + »W3,..,wt,+mi-|" — +'w„-i+ w„ 
non superino i numeri 1 , 2 , 3 , . . , n respettivamente. 

Con queste ipotesi, se poniamo: 

1 r dx r dx r^^dx Tf, ,^ 

^(0?)=:-/ / / — /P(a?)dic, 

si vede subito che ^{x\ quando le sia attribuito un valore 
finito qualsiasi anche per a;=0, fra e s sarà una funzione 
sempre finita che per x diversa da zero sarà anche continua e 
avrà la forma p^ af-~«-"'*"-"~"- ove l'espon nte di x non è 
negativo, e Pq è un numero sempre finito perchè tale è Tin- 

tegrale ~ / p(-t) dar, e poiché o «(a?) tende a zero con x^ o vi 

tende P(a?), e in quest' ultimo caso accade lo stesso delP inte- 

1 r^ 

graie - / p(a:) d x, si vede subito che il prodotto a(ir) p^ avrà 

per limite zero per a: = + . 

Oltre a ciò per n>l e x fra e e ( al più esci. ) ^x) 
avrà una derivata determinata y' che sarà anche finita e con- 
tinua, mentre per n=l, se non una derivata, esisterà un estremo 
oscillatorio y' di ^{^)\ e (fatta in quest'ultimo caso astrazione 
da funzioni d'integrale nullo) per determinare 7' si avrà sempre 
la equazione: 
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xdx rx 



?"T' + 



1 r*^ dx r^ ^rxdx rx 

¥'iiT= / / • • • 7 Va \ PW^i 



nella quale il secondo membro arra al solito la forma 

3i X , ove 1' esponente di x non è nega- 

tivo, e Pi è finito e tale che il prodotto «(x)^^ abbia per 
limite zero per a;=0; per modo che, osservando ora che ^'h, 
non facendo oscillazioni fra e e, sarà infinitesimo deir ordine 
ntn — 1 (*), e potrà anche essere zero assolutamente, si vede 

, fi — iii|— flij— ... — flin 

sabito che il prodotto x^ avrà la forma. £j x , 

ove £| è an numero finito tale che a{x) i^ ha per limite tero 
per X = -\- 0. 

Similmente, se n>2, 7(x) avrà una derivata seconda y" 
fra e e (0 al più esci.) che sarà ancora finita e continua, 
mentre se n=2 se non una derivata seconda di '{{x) esisterà^un 
estremo oscillatorio y" di y'(^); © si avrà 1' equazione: 
?•• ^n^i y"+(2 9'» ff»-4+T« t'h-i) y'+(t'« T'h-I+T"* ff^ì) T= 



1 r^ dx f^dx CI , . 



che determinerà questa derivata o estremo oscillatorio y" 
( astrazion fatta in quest^ ultimo caso da funzioni d^ integrale 
nullo ) ; e in questa equazione il secondo membro avrà al 

n — !2 — f»|— W2 — .... — f^n— 2 ^ 

solito la forma p^x , ove p^ è un 

numero finito tale che il prodotto cf{x)^ ha per limite zero 
per a?=-f-0; mentre per a?=4"0 il coefficiente di y" sarà in- 
finitesimo dell' ordine iw„ + m^-i , e quelli di y' e y saranno 
degli ordini mw+^Wn-i — 1 , fiìn-^-mn-i — 2 o di ordini superiori 
e potranno anche essere zero assolutamente; talché il prodot- 

W — fWj — IWj — .... — Win A 

to ar* Y avrà ancora la forma (^ x , ove c^ 

è al solito un numero finito tale che il prodotto a{x)^ abbia 
per limite zero per x=^-\-0 . 

Per sdmj^licità di linguaggio noi parliamo qaì sempre d'infinitesimi; alcnni 
però di questi infinitesioii possono essere d'ordine negativo e quindi corrispondere 
a InDniti . 

D. 
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Così continuando, su Tede chiaramente che ^{x) fuori del 
punto x==0 arra le prime n — 1 derivate 7' ,t"i«- i7^""~*^ finite 
e continue , e potrà avere unche la derivata n*'^**\o tntt^ al 
più questa si ridurrà ad un estremo oscillatorio di 7^*^*^, e se 
t<ji avremo per 'determinare 7^') una equazione della forma: 

1 r^ dx C^dx C^ 

= / . . . / — / P(.t)ìj:, 

mentre per U==n ne avremo un* altra simile: 

9n7— i...Ta9i7^"^ +Pn-i7^"-*^ + --- + Pi7' + PoT = P(-^). 
ove però 7^**^ può darsi che sia soltanto un estremo oscillatorio 

di Y^*»-*) ( all' infuori di funzioni d' integrale nullo ); e mentre 

nella prima di queste il secondo membro ha la forma 

n — t — wii — 1112 — ... — fu . 

^iX *— * ove P/ è un numero finito tale che 

a(x) ^t ha per limite zero per a:=-f-0, per la seconda può dirsi 
soltanto che a(a?) ^x) ha per limite zero per a?=0. 

Nella prima poi il coefficiente di X(*> (.^=0, 1, 2,.. ., f — 1 ) 
per .T = -f- è infinitesimo di ordine uguale o superiore a 
m„ +»*ii— 1 + . . .+*w»-<+i — ^4~^> ® può anche essere zero asso- 
lutamente; nella seconda il coefficiente di 7^*^ (s=0, 1, 2,.,. n — 1) 
è infinitesimo 'di ordine uguale o superiore a nij + m^ + • • 
+ m„ — » + 5 , e può anch' esso essere zero assolutamente; e 
infine i coefficienti di *f^^ e 7^**) nella prima e nella seconda sono 
infinitesimi degli ordini m„-|-m,»-4+—+*'*»«-<+f»*^i+'^4""+'''»5 
talché procedendo successivamente, come nei casi precedenti, si 
vede chiaramente che per t<!n e anche per ^==n i prodotti 

^""^i — fWj— ... — m 
a* Y^ > avranno la forma ktx " ove £/ è un nume- 

ro finito tale che il prodotto a(.r)& ha per limite zero per 
a? = + 0. 

Ma valendosi della formola precedente che esprime p(x) 
per 7 , 7' 1 7" , . . . 7^**^ , si trova che: 

/ <x^{xyf{x,h)dx=\ I a(x)p,^»\p{x,h)dx-^ 1 a(x)9^tpj...7«7(-)f(.r,*)* 
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intendendo qui che 7® indichi y(^*), e ammettendo, come già 
dicemmo, che 7<**> invece della derivata w* di *({x) che può 
non esistere, possa anche rappresentare V estremo oscillatorio 
di if^" — *> air infuori di f(inzioni d' integrale nullo ; dunque , 
poicliè per quanto abbiamo visto sugli ordini d^ infinitesimo 
di 2>,, e a;'Y^'\ i prodotti ai{x)pt^('^ tendono a zero con a?, 
e inoltre la derivata X, ( o estremo oscillatorio ) di p, 7^»^ è 
P*ì^*^ -+/^tT^'**\ e* questa è tale che il prodotto a(a?)a;X, ha 
per limite zero per a? = + , basta ora applicare il teorema 

N — I 

del §. 31. per concludere subito che la somma \ del secon- 


do membro della formola precedente ha per limite zero per h=cD 
quando, come supponiamo, f (x , h) è una funzione che soddisfa 
alle solite condizioni poste nello stesso paragrafo 31. 

Segue da ciò che quando il prodotto a(a?) fi y^ ... fu Y^**^ 
che figura nelP ultimo integrale soddisfi a una delle condizioni 
dei paragrafi prece ien ti, per es. a quella che diviso per x resti 
atto alla integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti, 

r integrale / cf{x) P(.t) ^{x^h)dx avrà per limite zero per A=oo ; 

dunque si può ora evidentemente concludere in generale che: 
«se (f{x ,h) soddisfa alle condizioni poste nel §. 31. e 
, f{x)—f[-]-0)=a{x)%v) ove fra e-e, a(r) è finita e non fa 
„ oscillazioni, ^x) è atta air integrazione e , anche se diviene 

1 P 
. infinita per u = + 0, è tale che il prodotto - / ^{x)dx sia 

1 sempre numericamente inferiore a un numero finito, allora 
» per la validità della formola (6) basterà che, se 9^ , ^2 , . ., (pn 
9 sono n funzioni che soddisfano alle condizioni poste in 

, principio di questo paragrafo, il rapporto '-^-^ 

9 ove Y^"^ è la derivata n" o l'estremo oscillatorio della de- 
« rivata {n—iy dell' integrale 
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,, 1 f^dx r^ dx rdx c'i^ ,^ ^. ^ 

9 y(^)=-" / ■ / ••• / — / H^)dx^ resti atto 

« air integrazione fra e e anche ridotto ai valori assolati, o 
a soddisfi a una delle condizioni dei paragrafi precedenti «. 

Particolarizzando il namero n e le funzioni fijf% , . . , ^ 
si ottengono altrettanti teoremi speciali; e così per es. suppo- 
nendo n=l e ff=x si ritrova quello de? §. precedente; e 
supponendo (p(=^^= „.=(pn=^ ? o ^{=^^==^ . • . =^n-^ = li 
f M = ^ 9 la condizione ora trovata viene relativa air inte- 
grale n^P^ y(^)=- / — T— ... r^ fì{^)dx, o airaltro 

j rx rx rx rx 

^{x)= —^ I dx j dx ... I dx I p(a:) dx, e caso per caso si tro- 

^ Jo Jo ^0 Jo 

vera con tutta facilità anche un limite superiore pel valore 

assoluto dell' integrale / | f{x) — /(+0 | ^{x ^h)dx. 

Né deve tralasciarsi di osservare che se ci poniamo nel 
caso particolare di y | = ^2==. ..=^^_| = 1, y^=a?", 

^ rx rx rx rx 

T (^) = ":;;w / <i^ I d^*?.. .. \ dx \ ^{x)dx^ dal calcolo 
^^0 JQ Jo Jo 

differenziale e dalle proprietà degli estremi oscillatorii si ha 
subito : 

Jrx rx rx 

f ^x)dx I dx I ^x)dx 

(nu_-^' , f ,,J0 Jo 



±n(n+l)(n+2)...(2n — 1) 



Jrx rx rx 

dx I dx. .. I fl{x)dx 
•''0 Jo 



e quindi: 
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Jfx rx nx 



a? a? l X lavi/ ^2 



— . . . ±w(n+l) . . . (2n— 1) 



XX rx rx 

dx I cUs... I ^{x)dx 



a:* 
ove Hi , ftj , . . . sono i soliti coefficienti binomiali . 

1 p p 
Per ti=2 e 7(0;) = - / da? / B (a?) d x si ha duna ne in 

particolare: 



rx rx rx x 

/ p{x) dx \ àx ì %x)dx I 

a(x)a;Y = ^\m - ^ i" +6 ^2 ) 

39. Ammettendo che la funzione ^{x^h) soddisfi a tutte 
le condizioni del §. 32. ( che sono le più restrittive fra quelle 
che via via abbiamo posto), continuiamo a considerare Pinte- 

graie / dix)^x)ff{x^h)dx^ supponendo però ora per semplicità 

^0 
che le funzioni a(x) e %x) tendano ambedue a zero per 
a:=-|- 0, e ciascuna di esse soddisfi a una almeno delle con- 

dizioni di validità della formola limi cf{x)^{x ^h)dx = Q ^ 

lim / ^(x) fdx ^h) dx =^ trovate nei paragrafi precedenti. 

Allora se fra e £ sarà in valore assoluto a^x) P(a7)<[o, 
avremo come nei §§. 30 e 82 : 

(a(jr)p(a?)^j<a:,*)dar=100A(3+2 / {a(^) — a(a,)}P(x)y(a?,»)(^a?+ 
1 •'a. 



«-2 

+ 



2 mS;^)-pw K«')f(^iA)dx, 

1 •fai» 
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con 9 compreso fra e 1; e se a(x) e P(x) non faranno oscil- 
lazioni Ira e e, applicando a ciascuna delle due somme del 
secondo membro il processo stesso con cui si studiò nel §• 30. 
la prima delle somme stesse, si vedrà che per e abbastanza 
piccolo il loro aggregato è piccolo a piacere. 

Se poi a(x) fra e e non fa oscillazioni, e ^.r) invece dì 
soddisfare a questa condizione soddisfa alle altre D <C e S, o 
lim D log S=0 dei §§. 28. e 29, allora studiando la prima somma 
col processo ora indicato e la seconda con (Quelli dei §§. 28 
e 29 si vedrà che ciascuna di queste somme è piccola a piacer 
nostro dipendentemente da e; e lo stesso accadrà se afx) e P{t) 
soddisfano ambedue alla condizione D < e 8, o lim D log 5=0. 

Se poi a{x) soddisfa alla condizione di non fare oscillazioni 
fra e e o alle altre D<;cS, o lim D log 8=0, e la funzione P(jr) 
è tale che, avendosi ^x)=p{x) a>(jc) con p{x) privo di oscillazioni 
fra e e e sempre finito, il prodotto p{x) x X abbia per lìmite 

zero per a; ==4-0, allora applicando i processi precedenti alla 
prima somma, e spezzando la seconda somma in due altre 
come si fece al §. 30. per la somma che allora considerammo 



2 / K^)P(^)-aWP(a.)]T(^,A)dar, 
1 •^«f 



e poi ripetendo i ra- 



gionamenti del §. 30. stesso , si vedrà ancora che V integrale 

re 

I a(ar)p(x)9(a? , A) dJ?, dipendentemente da e, e dopo che h 

Jo 

sarà divenuto abbastanza grande, sarà minore di quel numero 
che più ci piace ; e lo stesso pure accadrà se , essendo 
a(a:) = po(a;)<tìo(a7), e p(a?) = p(a:) (ù{x), con p^^x) e p(.r) finite e 
prive di oscillazioni fra e e, i prodotti pQ(a:) x X , p{x) x X 



^0 ^ 



avranno per limite zero per a7=-]-0, essendo al solito X e X 

estremi oscillatorii dei rapporti incrementali di (ù{x) e (Aq{x) . 

E se a{x) soddi&tfacendo ad una qualsiasi delle tre condi- 
zioni ora indicate, e essendo p(x) = p{x) a>(a?) con p{x) finito e 
privo di oscillazioni fra e e e (ù{x) sempre finito, il prodotto 
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pf .r) X X non avrà per limite zero per ar=-l- 0, ma X si scom- 

porrà in due fattori |i(a?) , v(a:) il primo dei quali ji(a?) è tale che 
p(jc) |jL(a:) ha per limite zero per a?=-f-0, e il secondo, oltre a 
crescere indefinitamente senza oscillare quando x tende a zero, 
ha un estremo oscillatorio atto alP integrazione fra 6| e e con 
<C1 6| <[ 6, e gode della proprietà che x v[x) col tendere a 
zero di x non va decrescendo, mentre il prodotto 

XX 
tù{x) )^x)dx per a?=-|-0 ha un limite determinato e finito, 

allora applicando i relativi processi precedenti alla prima somma 
collo spezzarla ove occorra in due parti, e spezzando pure in 
due parti la seconda somma, e poi ripetendo i ragionamenti 
del §. 32. ( con quelle leggerissime modificazioni che sono dovute 
alla circostanza che ora alla quantità ivi indicata con a(a«) nella 
seconda somma è sostituita P altra a(a«) p(a«) ec. ) si troverà 

ancora che l'integrale / a{x)^x)rp[x ^h)d x dipendentemente 

da 8 sarà minore di quel numero che più ci piace dopo che h 
sarà divenuto abbastanza grande. Lo stesso poi accadrà se 
essendo anche a{x) della forma a{x) = Pq{x) (ùq{x) , con Pq{x) 
priva di oscillazioni, e a>^(a;) sempre finito, saranno soddisfatte 
per p0(a?) e (ùq{x) le condizioni poste ora per p{x) e ìù{x) ; e 
collo spezzare ove occorra le stesse somme, e col ripetere i 
ragionamenti del §. 3C. si vedrà che lo stesso pure accade se 
le funzioni qui indicate con p{x) e (ù{x) o le altre Pq{x) e (Aq{x) 
invece che alle condizioni che ora si avevano soddisfano all'altra 
che le quantitfi X o X siano atte alla integrazione fra Ba e 

6 {0<jèi<jù e i prodotti p{x) X , o Pq{x) X restino atti alPin- 

tegrazione fra e s anche ridotti ai loro valori assoluti. 

Similmente si osservi che se a{x) soddisfarà ad una qual- 
siasi delle varie condizioni ora ricordate, e essendo ancora 
p(x)=p(.r) o)(.t), con p(x) finito e privo di oscillazioni fra e s, 
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1 P 



r integrale— I <ùl(x)dx sarà finito fra e s e V altro 

1 r^ dx c^ c^dt r^ 

7(a?) = — / / • • . / — / ^x) dx , 

ove 7it?i)*M?n soddisfano alle condizioni poste in principio 
del paragrafo precedente, sarà tale che la sua derivata ti^ o 
r estremo oscillatorio y^**^ della sua derivata (n— 1)* moltipli- 
cato per ÌT{r%^" r» ^^^^j ^^^^ ^^^ integrazione ^nche 

ridotto ai suoi valori assoluti, allora la formola del paragrafo 

precedente: 

re «-1 A 

f a{x) p(ar)<p (ar , A) ix = V / a(a;) f (ar) P, ^•) (p(ic , A) (ir + 

+ / a(^) P(^) ?i ?« - Tnf "> <jp(^' , h)dx, 

Jo 

«oir applicare agli integrali del secondo membro che compa- 
titi 
riscono sotto il segno V i risultati ora ottenuti, ci mostra 


che r integrale / a{x)p{x)^x^h)dx^ dipendentemente da e, sarà 

minore di quel numero che più ci piace dopo che h sarà dive- 
nuto abbastanza grande; e lo stesso accadrà se, avendosi anche 
oìÌx)=^Pq(x) (Aq{x) con po(.^) e ìùq{x) analoghe alle p{z) e (ù{x) 
precedenti, queste funzioni Pq{x) e %{x) soddisfaranno alle stessa 
condizioni delle p{x) e a>(:r), perchè allora ogni termine della 
somma del secondo membro della formola precedente potrà 
trasformarsi colla equazione: 

la{x) p(x)P, Y<'> ^x , h)dx =V / po(a:) Q./ Yo^''W^) P. Y^'> ^x,h)dx+ 
Jo oJo 



+ / p(^) P. T' Po(^) ^ih" ^n To^"'> f{x ,h)dx, 



87 

ove 4*114*8 '•mV-1 1 QATo^'^ sono le funzioni analoghe alle 
7i , 72 , . . , fu , P«, Y^') relative ora alla funzione aL{x); e in questa 

equazione gli integrali che compariscono nella soinnaa V han- 

1 
no per limite zero per Ji=oo per la ragione che le funzioni 
che vi figurano a moltiplicare il (p{x ,h) soddisfano alla terza 
delle condizioni indicate poc^ anzi, e Pultimo integrale ha pure 
per limite zero per A=oo, perchè il prodotto p('2?)P.7^*^ per 

x=+0 ha per limite zero, e l'altro ^oi^^ ^i ^^ - ' ^-"^'^"\ estB, 

atto alla integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti. 
TTn ugual risultato si ha se a{x) soddisfa alla condizione 

o.(x^ 
del §. 27, quella cioè che il quoziente -^ sia atto alP inte- 

X 

grazione anche ridotto ai suoi valori assoluti; e anzi allora non 
vi è neppure bisogno di porre per ^{x) altra condizione all' in- 
fuori di quella di essere sempre finita; dunque riassumendo ora, 
coir osservare che se f{x) e V{x) sono due funzioni tali che si 
abbia; 

m = A+o) + «w , Fw = F(+o) + m . 

ove a(x) e ^x) per a? = + hanno per limite zero, sarà: 
m F(x) == f{-\-0) F(+0) + F(+0) aix) + /(+0) m +a(^) P(^) . 
si ptiò ora evidentemente concludere che „ se là funzione f{x) 
„ fra e 8 è finita e atta alla integrazione e f[-\-0) ha un 
« significato, ad essa sarà applicabile la formola (6) tutte le 
a volte che soddisfi ad una delle condizioni seguenti: 
, I. di non fare oscillazioni fra e e; 

. II. che il rapporto incrementale destro M^^HiO) ^ 

« K^) P^l pnnto a:=0 resti atto alla integrazione negli intor- 
9 ni a destra del punto zero anche ridotto ai suoi valori 
« assoluti; 

9 III. che per e abbastanza piccolo in ogni intervallo 5 
fra e e che non termini al punto zero sia D^ <[ e S , o sia 
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D log8 <^o, essendo D roacillazione in questo intervallo, e 

à 

un numero finito, e o un numero positivo piccolo a piacere; 

, IV. che essendo f[x) — /(+0) = a{x) = p{x) ©(ar), con 

(j{x) privo di oscillazioni fra e e e <i>(.'r) continua fra e s 

(O.al più esc).) e sempre finita, sìa \im[^{x)x\ *=* O, ea- 

sendo X l'estremo oscillatorio di (ù; 

(Ù 

9 V. che essendo ancora f{x) — /(+0) = a(x)=p(jr) «>(x-), 
con (^x) e fù{x) dotate delle proprietà ora indicate, ma 
senza che il prodotto ^.{x)x\ abbia per limite zero per 

a?=-[-0, si trovi che X si scompone in due fattori [i.(a:), v(x) 

il primo dei quali ^{x) è tale che p{x) ^{x) ha per limite zero 
per a:=-f-0, e il secondo v(x), oltre a crescere indefinitamente 
senza oscillare quando x tende a zero, ha un estremo oscil- 
latorio atto air integrazione fra e^ e t essendo 0<^B^<^t^ 
gode della proprietà che x y{x) col tendere a zero di x non 
va decrescendo, e se yj^x) è una funzione che per x diverso 
da zero fra e e ha per derivata P(^)v(x), il prodotto 
a(x) ^(x) per a: = -f" ha un limite determinato e finito ; 
talché se a{x) non tende a zero con x il prodotto ^x) v(a;) 
dovrà essere atto alla integrazione fra e e; 

ff VI. che essendo ancora /ì[a?) — /(+O)=p(-^)o>(^)i conp(jr) 
privo di oscillazioni fra e e, e ìù(x) continuo, almeno* ftiori 
del punto zero, e sempre inferiore a un numero finito, X sia 

atto airintegrazione fra e^ e e con 0<C^i<C^^ e la funzione 
p{x) X sia atta alP integrazione fra e s anche ridotta ai 

valori assoluti; 

« VII. che finalmente essendo sempre f{x) — /(+0) = 
«= p{x) ia{x)^ con p{x) privo di oscillazioni fra e e, e ià(x) 
qualunque purché atto alla integrazione, e 7i,72vmTm soddi- 
sfacendo alle condizioni poste in principio del paragrafo pre- 

1 P 
cedente, V integrale- / (ù{x)dx fra e s sia sempre numerica- 
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ente inferiore a un numero finito , e V altro 
, -j'^x)=— / / . . . I — I a>(a?)da? sia tale che la sua 

9 derivata n^ o V estremo oscillatorio Y^"^ ^©^1* "^^ derivata 
, C'»"l)" moltiplicato per ^^"^^ ^^ ^* " ' ' ^" resti atto alla in- 

B i^egrazione anche ridotto ai 8uc*i valori assoluti. 

, E se al tempo stesso la funzione F{x) fra e 6 è finita 
^ e atta alla integrazione e F(-|'0) ha un significato, e soddisfa 
9 anch' essa ad una di queste condizioni , la formola (6), oltre 
» essere applicabile a ciascuna delle funzioni f{x) e F(a?) sepa- 
3P ratamente, si applicherà anche al loro prodotto f{x)F{x) „. 

Per abbreviare, le condizioni suindicate saranno da noi 
qualificate coi nomi di condizione I, II, UT, IV, V, VI e VII 
respettivamente; e come già notammo al §. 38. si può osservare 
cbe alla condizione VII potrebbe sostituirsi V altra che il pro- 
dotto p(x) 9i 92 . . . 9« T^**^ soddisfacesse invece a una delle con- 
dizioni I, III, IV, V o VI. Naturalmente poi la condizione VII 
per V arbitrarietà che resta nelle funzioni 9i 1 72 1 • • i ?n e nel 
numero intero w, che può essere anche grande a piacere, dà 
luogo a molte condizioni speciali delle quali ora può tornare 
utile V una ora V altra come si disse al §. 38 . 

Per ciascuna poi delle sette condizioni sopra enunciate 
fp{x , h) dovrà sempre soddisfare a quelle speciali che via via 
respettivamente le abbiamo imposte, e potremo sempre pren- 
dere per ^{a: , h) una funzione che soddÌ3fi alle condizioni del 

§• 32, e in particolare anche f{x , h) == . 

sen X 

40. Merita inoltre di essere notato che tolti i casi in cui 

f{x) soddisfa alla condizione I e VI o a quella parte della 

condizione III che è espressa dalla formola D^<:^c8, in tutti 



£fli altri casi che ora abbiamo indicato, fra le varie condizioni 

.cui deve soddisfare f{x^h) vi -è sempre quella che il prodotto 

Xf{x ,A) resti numericamente inferiore a un numero finito B pei 

valori di 2; fra e e e per qualunque valore di h; e quando in 
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dati studi occorresse di toglier questa restrizione rispetto a 
<p(x^h) allora bisogna modificare alquanto le condizioni enun- 
ciate sopra rispetto a f{x). 

Così per es., quando, invece di ^7(^,A), resti finito e 

V 

inferiore a B soltanto il prodotto x f{x ^h) con v^l, allora, 
osservando che la somma ^ D« / 7i(^ ^h)dx considerata al 

8. 29. è inferiore a D*B / —e , ovvero a -=-^ — ( - ~* ^ "* ì 

si vede che alla condizione III. nella parte che è espressa dalla 
diseguaglianza D log 8<[o bisogna sostituire Paltra D^ 5 <^g. 



•/a. 



Similmente, riprendendo gli integrali 

a(a,)X, (a; — at)f{x^h)dx considerati al §. 30, si vede che 
a, 
nel caso attuale la loro somma è numericamente inferiore a 

"9~ 2 *^"*^ ^«^ *• ( "^ ) ♦ ® quindi si trova al modo stesso 
che in questo caso alla condizione IV. lim p{x) x X =0, biso- 
gna sostituire Taltra lim ^{x)x ~~^ X &=0; e in modo simile 

si potrebbero trasformare la condizione V e la VII. 

Può darsi poi ( e ciò accade per es. per gli sviluppi in 
funzioni sferiche) che ^{x , A), oltre a portare un fattore che 
cresce indefinitamente alPimpiccolire di or, come nel caso di 

Rf TI n ti 

©(a;,A)= , ne abbia uno che cresce indefinitamente con ho 

^^ ' sena;' 

con •— ; e qui mi piace di accennare qualche cosa relativamente 
al' caso in cui ^x , A) à della forma ^^^^^^"^ ^ , ove ff^P-ò 

X ^ 

diviene infinito con — in modo che il prodotto a| 91(04) rc- 
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sii finito, e 7^(07 , h) è sempre inferiore a an numero finito B, 
e del resto sono soddisfatte tutte le altre condizioni poste sopra 
^{x , A). 

In questo caso la somma \T)» I ^Xx^h)dx considerata 



1 ^OL» 



1— V 1— V ^ 

o a 



al §. 29. è inferiore a ^^^M^ /',, _, ) 
Djk 7t( Oi) B ( log fi — log e ) secondochè v è diverso da uno o 
ugnale ad uno; e quindi, ammesso che sia 7i(oci) = — ^ ove 
k^ è inferiore a un numero finito k^ , alla condizione III nella 
9 parte D^log5<C[a dovranno evidentemente sostituirsi le altre 

« g^ <o quando v< 1; g^^v_i < a quando v> 1; e 
» V^ ^^ quando v=l , . 

Riprendendo poi gli integrali / a(at)X«(a; — ac)f (a? , A)(2a; 

del §. 30, si vedrà ora che la loro somma è numericamente 

Bfep "r? a(a,) X«,(a.+^ - a.)« 
2a,f* ^ 

BpAg ^ ot(a,) X^ «^ ^Qj^^ — «Oi e se [t^l essa sarà 
2 1 a,* 

anche inferiore a ^U^ \ a(a.) X^ a, («.+!—«•), owe- 

2 -f 

ro a ^ ^ essendo M il massimo valore assoluto di 

1— fi— V 

a(a«)X^«a« ; talché ripetendo i ragionamenti del §. 80 si 

k 
vedrà che in questo caso di à{aA = -4 con (Ji ^ 1, ec. ^ alla 

ai** 



inferiore a ^-^ V jt ■^- ovvero 

2a,r ^ a. 
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condizione lY può sostituirsi V altra che , il prodotto 

„ p{x) X X resti numericamente inferiore a un certo numero 

, finito, senza avere ora per ^x , h) alcuna condizione rapporto 

, alla serie 2(~) »• — ^° modo simile si trasformeranno le 

, condizioni V e VII. 

41. Fin ora abbiamo ammesso che la funzione fX^x) da 



ì/a^: 



noi considerata negli integrali 1 f{x) f{x^h)dx fosse sempre 

finita nelPintervallo di integrazione. Quando però <p{x,h) per 
valori convenienti di a e 6 per es. positivi, soddisfa alle solite 
condizioni : 

e per h finito è sempre finiba nelP intervallo nel quale si con- 
sidera, è facile vedere che le formole: 

(12) lim / f{x)^{x , h)dx=0, lim / f[x) ^{x , h)dx=Qf(^+0), 

Ja ^0 

continuano a susssistere anche quando f{x), pur soddisfacendo 
a tutte le altre condizioni che abbiamo posto respettivamente 
per Tuna e per Tal tra delle formole stesse, cessa di soddisfare 
a quella di mantenersi sempre finita, e diviene invece infinita 
in un gruppo finito o infinito di punti di prima specie, purché 
però essa resti atta alla integrazione anche riducendola alla 
funzione f^{x) dei suoi valori assoluti, e purché nel caso della 
seconda formola i punti d^ infinito (*) siano diversi dal punto 
x=0. 

Osserviamo infatti dapprima che, sotto queste ipotesi, 

rb rh 

gli integrali / f{x)tp{x^h)dx^ 1 f^x)tf{x^h)dx avranno un si- 
Ja JO 

C) A scanso di equifoci rioordiamo ohe nel caso dei gruppi infiniti di prima 
specie figurano come punti d*infinìto anolie i punti-limiti del gruppo (m. 1. §. 218 ). 
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gnificoto per ogni valore finito di h; e siccome supponiamo che 
/\x) xion sia infinita per jr=t), se si pone: 

j f{x)^(x,h)dx=n +/ jf{xyf{x,h)dx, 

si potrà sempre intendere di avere preso per a nn numero 
diverso da zero e* compreso fra e 6 tale che fra ed a non 
cadano punti d^infinito di f{x) , e allora V integrale 

/ /X^) ?(^ 1 ^) d^ s^^^ precisamente come quelli considerati 

nei paragrafi precedenti ; talché per dimostrare che nei casi 
suindicati continuano a sussistere le formole (12) basterà limi- 

tarsi a studiare gli integrali della forma f f{x)tf{x ,h)dx, ove 

Ja 

0<a<6. 

Considerando dunque l'integrale i f{x)^{x ^h)dx ^ sup- 

Ja 

poniamo che se f(x) diviene infinita in un gruppo di punti di 
ordine v^O fra ae6(ae6 incl.)t essendo <C a < J , essa 
resti atta alla integrazione anche riducendola alla funzione fi{x) 
dei suoi valori assoluti; e valendosi del teorema del §. 13. im- 
maginiamo racchiusi i punti d'infinito di f{x) e f^{x) in un nu- 
mero finito d'intervalli t*| , t^, . ., ^^v* ^^^^ ^^^ ^^ sonima degli 

integrali / f^{x)dx , / f^{x) d x , . . . estesi a questi intervalli 



\\\f^{x)dx, I, 



sìa minore di quel numero che più ci piace a . 

Allora se <po è il limite superiore dei valori assoluti di 
f(x , h) per X compreso fra a e 6 ( a e h incl. ) e qualunque 

sia A, ognuno degli integrali / f{x)^{x^h)dx è numericamente 

•/li 






inferiore a (pQ / fi{x) dx ( m. 1. §. 225), e quindi la loro som- 
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2 / A(^M^ 

Jtt 



ma sarà inferiore in valore assoluto a 9^ \ I fi(^)dx o a ^^ a. 

Tolti poi gli intervalli t<, negli intervalli restanti (che aaranno 
in numero finito) la funzione f{x) è sempre finita, e pel teo- 
rema del §. 22. gli integrali / f{x) ^(x yh)dx estesi a questi 

ultimi intervalli col crescere indefinito di h potranno rendersi 
minori di quel numero che più ci piace; quindi evidentemente 
può dirsi così dimostrato quanto volevamo . 

Aggiungiamo che nel caso particolare di f{x^h) = v 

per questa dimostrazione e per la formola (5) del §. 28. si può 

dire che se 0<^a<ib^^, si avrà in valore assoluto: 

(13) r^(^)??E*fdx<4£i^+^V-^!Ì8.D.+V fuxWi 
^ U sena? A sena Asen*a sena [^ Jù 

essendo X il limite superiore dei valori assoluti di f(x) negli 
intervalli Ci , £« • • • che restano in (a , b) dopo dì aver tolti gli 
intervalli f<, e p il numero degli intervalli in cui bisogna scom- 
porre gli stessi intervalli Cj , C3 • • • quando si vuole che 1» 

P 
somma corrispondente \ S^ D« sia minore di quel numero che 

1 
più ci piace 0. 

Inoltre aggiungiamo che se i punti d^ infinito di f{x) fra 
aoò sono in numero finito, e la funzione ^x^h) tinche col 
crescere indefinito di A & sempre soltanto un numero di oscilla- 
zioni fra a e 6 non superiore a un numero finito ( il che però 

non si verifica quando (p(x , h) = ), allora non è neces- 

sen X J 

sario porre la condizione che f{pS) resti atta alla integrazione 
anche ridotta ai suoi valori assoluti; perchè se il numero delle 
oscillazioni^di ff{x ^h) {n a e b non è mai superiore a p^ ap- 
plicando il teorema del §. 207 del mio libro a ciascuno degli 
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integrali definiti singolari relativi ai punti d^ infinito , e poi 
passando alla considerazione dei contributi corrispondenti 

1 , / ... si vede che ciascuno di questi integrali 

può rendersi minore di 4pf 9, quando si prendano 61,(2,..; 
^'i 9 ^'i « • • in modo che gli integrali definiti singolari 

I f[r)dx, j f{x)dx , . . ove 0<8| <8| , 0<8'| <t|' , . . . siano 

numericamente inferiori a . 

42. Dobbiamo pure avvertire che la proprietìi dittiostrata 
nel paragrafo precedente pel caso particolarissimo di 

Sfili h. X 

cp(j?,A)= , e di un numero finito di punti dUnfinito di 

sen X *^ 

f{x) fra a e 6 fu data da Dirichlet; né il suo lavoro portava 
che egli dovesse occuparsi del caso di un numero infinito di 
punti dMnfinito, poiché egli considerava soltanto le funzioni 
che in un intervallo dato fanno un numero finito di oscillazio- 
nit e in queste evidentemente il numero dei punti d* infinito 
non può essere che finito. Nel caso di Dirichlet poi non vi 
era bisogno di porre la condizione che f{x) restj^se atta alla 
integrazione anche riducendola ai suoi valori assoluti, poiché, 
come è noto, questa condizione porta una restrizione soltanto 
rispetto ai valori che la funzione prende negli intomi dei 
punti d* infinito ( ro. 1. §. 225 ) ed è sempre verificata nel 
caso di Dirichlet, perchè la funzione /(x), avendo un numero 
finito di oscillazioni, negli intorni di quei punti finisce per avere 
sempre lo stesso segno, o tutt^ al più il cangiamento di segno 
avviene passando dall' intorno a destra a quello a sinistra. 

Pel caso poi delle funzioni t(^,A) generali la proprietà 
dimostrata nella prima parte del paragrafo poecedante fa data 
la prima volta dal Du Bois-Reymond per un numero finito di 
punti d' infinito di f{x\ e accennata da lui anche pel caso di 
nn numero infinito di punti d'infinito di f{x). 

0. 
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IT. Applicaslone dei risultati precedenti 
agli sviluppi in serie di Fonrier. 

43. I risultati generali che abbiamo ottenuto conducono a 

molte serie e a molti integrali atti a rappresentare analiticamente 

funzioni dì una variabile reale date arbitrariamente in certi 

intervalli, come mostreremo diSTusamente nel capitolo seguente. 

Ora troviamo utile di incominciare coir applicare i risultati 

sen /i X 

medesimi al caso particolare di ^{x , h) = , mostrando 

sen X 

cosi intanto come essi conducano a trovare i casi più notevoli 

nei quali la serie di Fourier: 

(1) 2"^o + 2 ( «" cos w a? + fc« sen n a? ) , 

i 

ove: 

1 r^ 1 r* 

(2) an=^-^ ì f{^) co$nxdx ^ J^ = — I f^x) sennxd x, 

può servire a darci il valore della funzione f\x) o il valore me- 
dio /^•^+0)+ /(a'-0) 

•i 

Ricordiamo perciò che, come già trovammo, la somma A« 
dei primi n-\-\ termini di questa serie pel valore a di x è: 

211-1-1, 
1 r* sen— ^(ìb— a) 

^"^rjj!^^ T — ^*' 

*'— « 8en2(«— a) 

e quindi ponendo x — a«-2y, e 2n-|-l = A, si ha; 

7C — a 

ic J ^^ ^ sen y K/q ^n V 
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o anche cambiando y in —y nel primo integrale: 

ic+a ir — a 



1 /^ rt xSenAv, , 1 Ij^.^ -senAy , 

= - / /Ya— 2y) ^dy+- / /(a+2y) ^^y; 

:r^'^ ^^seny ^ ^ tc^'^ ^ ^^ seny /' 



e nel caso particolare in cui aia a=it o a=^* — ic, uno dei due 
integrali che qui compariscono verrà a mancare e P altro si 
ridurrà fra e tc. 

Ora ammettendo per es. che a sia nullo o positivo, ma 
inferiore a ^, e indicando con y) un numero piccolissimo infe- 
riore a — ^ , si potrà scrivere evidentemente: 



o anche: 



ir 



«— a ir+a 

/>./.« vSenAt/, , r^ « .senAy, 

+ j^A.+2 y)-3^-^d y + j^ A.-2 y)-^^ i y . 

2 

e quindi per trovare il limite di À^ per n=»oo o per h=co , 
basterà esaminare i varii integrali che compariscono nel secon- 
do membro di questa formola. 

Ma ammesso, come è naturale, che la funzione f{x) sia 
atta alla integrazione fra — ic e ir, e ammesso inoltre che se 
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diviene infinita in nn grappo finito o infinito di punti dì prima 
specie in questo intervallo es^a resti atta alla integrazione an- 
che riducendola ai suoi valori assoluti, basta applicare la se- 
conda delle formolo (12) del capitolo precedente per concludere 
subito cbe il secondo e terzo degli integrali che qui compari- 
scono hanno per limite zero per h-=oo . 

Il quarto integrale poi mancherà evidentemente se a=0; 
e se a]>0 col cambiarvi y in w — y, e colPosservare che A è un 

f[a — 2 ir + 2 y) d y 

"~2" 
che per A=oo ha pure per limite zero; quindi tutto si riduce 

j/(a-j-2y)-f /(« — 2y) j -dy 

" 

nel quale figurano soltanto i valori di /(o^) nei punti di un 

intorno piccolissimo (a — 2 tj , a+2 tj) del punto a che si con- 
sidera; talché, osservando ora che un ugual risultato si trova 
quando a è negativo o nullo e differisce da — ir, noi possiamo 
affermare intanto che quando f{x) è atta alla integrazione fra 
— % e r, e se diviene infinita in un grappo finito o infinito di 
punti di prima specie in questo intervallo resta atta alla inte- 
grazione anche riducendola ai valori assoluti, la somma della 
serie (1) pel valore a di ar compreso fra — tt e :c (gli estremi 
ora al più esci. ) dipende soltanto dal mòdo di comportarsi di /(-r) 
in un intorao comunque piccolo a destra e a sinistra del punto 
a, ed è il limite per A=oo dell^ integrale: 



^.^ 



«-|-2y) + /(«-2y)j^ycly, 



quando questo lìmite .esiste . 

Se poi «»«, allora arendosi: 

n 

2 






2 



09 
ovvero cambiando y in t: — y nel secondo integrale, ec. 



jk 



-h/ |/(«-2y)+/(-«-}.2y)}dy 



si vede che la somma della serie sarà il limite per A^^oo del- 
l^ integralo 

e lo stesso accadrà anche per a= — ::, talché pei punti estre- 
mi di'R ÌSL somma della serie viene a dipendere soltanto dal 
modo di comportarsi della funzione f{x) negli intorni di ambe- 
due questi punti nello stesso tempo, e anche se vuoisi nelP in- 
torno di quello soltanto che si considera di questi punti, quando 
s'^intenda che la funzione f{x) sia continuata in alcuni intomi 
a sinistra di — 7C e a destra di fc con una funzione che riprende 
gli stessi valori della funzione data f{x) in punti distanti da x 
di multipli di 2 7c, per modo cioè che la funzione stessa risulti 
periodica e col periodo 2^. 

In ogni caso adunque la convergenza, divergenza o inde- 
terminazione della serie di Fourier pel valore a di a; viene a 
dipendere dal modo di comportarsi deir integrale 

/ {Aa + 2y) + Aa — 2y)j -^ ^yi ove ifj è un niìmero 

fisso ma piccolo ad arbitrio, quando s* intenda, onde compren- 
dere i punti estremi a= ±z^ che la funzione sia conidiraata in 
piccoli intomi anche al disopra di ic e al disotto di — n con una 
funzione periodica con quella data e avente per periodo 2 ir; e 
propriamente se questo integrale ha un limite determinato e 
finito per A=oo la serie di Fourier pel valore a di j; è con- 
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Tergente e ha per somma questo limite; mentre se lo stesso 
integrale è indeterminato o è infinito la serie stessa è pare 
indeterminata o è infinita. — E poiché qaesto integrale, essen- 



do della forma precisa dell'altro / f(x) °^'^ "^ d x^ è caso par- 

Jù 

•6 



^ V sen hx 
Q sen X 



ticolare di quello / f{x)tf{x ^h)dx che noi abbiamo studiaio 

nei paragrafi precedenti, basterà ricordare i risultati ottenuti 
per quest' ultimo integrale onde avere subito dei casi in cui la 
serie di Fourier considerata per un valore qualunque a' di J: 
fra — ic e ic( — n e tc incl.) è convergente e di essa si conosce 
la somma . 

44. E difatti, intendendo sempre nei teoremi che ora enun- 
cieremo che la nostra funzione f{x) sia atta alla integrazione 
fra — ic e ff, e se è infinita si mantenga atta alla integrazione 
anche riducendola ai suoi valori assoluti; e intendendo inoltre 
( onde compfendere nei nostri enunciati il caso in cui a sia 
uguale a ±1:) che questa funzione f[i') sia continuata in piccoli 
intorni anche al disopra di ?: e al disotto di — z con una fun- 
zi'>ne periodica con quella data e avente per periodo 2 ìT, ba- 
sterà applicare alcuni dei più semplici fra i risultati generali 
ottenuti nel capitolo precedente agli integrali 

L /7(a-.2y)^-??^dy , ^ Aa+2y) ^^^A? dy considerati 

separatamente, all'altro - / |A*""2y)+/1[a--|-2 y)| ^dy, 

^Jq ^ * sen y 

per giungere subito ad enunciare i teoremi seguenti : 

I. ;, Se in un piccolo intorno (a — yj , a-|-7]) del punto a 

, la funzione f{x) è sempre finita e non fa un numero infinito 

„ di oscillazioni, la serie di Fourier (1) per J^=a è convergente 

. e ha per sorar^f^^±^l + f^^, per modo che se nel punto « 

j, f{x) è continua la somma della serie stessa sarà precisamente 
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il valore f{x) della funzione. SMnfcende che in questo caso 
^a-i- 0) e /(a — hanno certamente un significato „ . 

S , se, qualunque sia il modo di comportarsi di f{x) negli 

intorni del punto a, la funzione F(<)==/(a-|-0 + /l<* — P«r ^ 
compreso fra e 7] è finita e non fa un numero infinito di 
oscillazioni, allora la serie di Fourier per a?a=a sarà ancora 

convergente, e la sua somma sarà *^^(f^ — ' ' -^ e 

qaindi sarà ancora — — ' — o *''^**'^ *® ^O"® ^^ 

/^ot-J-O) e /(a — 0) hanno un valore determinato e finito ». 
9 Lo stesso poi accadrà se fix") sarà continua nei punti 
, di intomi a destra o a sinistra di a, e farà un numero infi- 
, Tiito di oscillazioni in uno o in tutti e due questi intomi 
» (infiniti massimi e minimi), purché però i massimi e minimi 
9 Tengano a sparire in f{x) o in F(f) colP aggiungervi una 
9 conveniente funzione di primo grado, ec. « . 

II. « Se neirintorno del punto a la funzione f{x) è finita e in a 
^ ha tutt' al più una discontinuità di prima specie, ma conside- 
, rando separatamente gii intorni a destra e quelli a sinistra di a 
, e intendendo ogni volta ristabilita la continuità nel punto a, 
9 8Ì trova che in questo punto i rapporti incrementali destri 

, rc+O - A«+0) , ^^, q„,i,j ^^,ri A«-0 -/-(«-O) 

« sono sempre inferiori a un numero finito, o almeno se cre- 

, scendo indefinitamente restano atti alla integrazione rispetto 

, a ^ anche ridotti ai loro valori assoluti , allora la serie di 

« Fourier per a; = a sarà convergente e avrà per somma 

A^+0) + /l«-0) 

2 "' 

Più generalmente , se per ^==0 la funzione F(<) a=^/(a-|-'^)+ 

» -f'/(a — Q sarà continua o avrà tutt^al più una discontinuità 

3, di prima specie, per modo che il limite di /(a+O+A^ — 

« per ^=0 sia determinato e finito, la serie di Fourier per orssa 

lim Aa4-0 + Aa-O 
, sarà convergente e avrà per somma ^^^i^' s~^ 
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j, quando il rapporto incrementale destro di /(a-f 04~ A* — 0» 

rioà /(«+<)- lim [ /(«+Q + /(«-<)] + /(«-Q „. ,^„„„ ,. 

n Cloe sia sempre in- 

, feriore a un numero finito, o almeno resti atto all^ integfra- 
, adone anche ridotto ai snoi valori assolati ,. 

E cosi in particolare « se f[x) sarà finita e continua nei 
, punto a, la serie di Fourier per x^=a sarà convergente e avrà 

. per somma m qu«^o il rapporto ^i^5±^I^lÌM±/^^^ 

t 

, non cresce indefinitamente col diminuire indefinitamente di 
, ^f almeno resta atto alla integrazione anche ridotto ai va- 
j, lori assolati ,. 

Né può lasciarsi di osservare che questo rapporto non è 
altro che la differenza dei rapporti incrementali destri e sinistri 

ugpialì di t; e in conseguenza del teorema ora enunciato sì può 
anche dire in particolare che , se gli estremi oscillatorii dei rap- 
, porti incrementali destri e sinistri di f{x) presi nel punto a, 
, almeno quelli destri di /(a+0 + /l*~-0 P^esi nel punto 
, f=0, saranno ^finiti, allora la serie di Fourier corrisponden- 
9 te per x=a sarà convergente , e avrà per somma 

lim A«+Q+Aa-0 

III. , Se la funzione /1[.r) in un intomo (a — yj , a+T]) del 
9 punto a è sempre finita, ed ò continua per tutto, tranne 
9 tutt^ al più nel punto a ove può avere una discontinuità ordi- 
t naria, e se indicando con a un numero positivo arbitrariamente 
a piccolo e con Dg le oscillazioni che essa fa in ogni inter- 

, vallo 8 preso in questo intomo cui non appartenga il punto 
, a si ha D;»log S<[o, la serie di Fourier per x=ta sarà 

9 convergente e avrà per somma - — ■ — ' -. 

9 Un ugual risultato si ha pel caso in cui queste condi- 
9 zioni anziché per la funzione f{x) sono soddis&tte per la 
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fhnzioiie F(l) **= A*+0+/(«""0 ^^ un intorno (0 , ij) a destra 
del punto t=^0 . 

IV. , Sé la fonzioile f{x) in un intorno {a — ìj , a^-iQÌ del 
ptmto a è sempre finita ed ò continua per tutto trann» 
tuU^ at più nel puntò a stesso ove può avere una disconti- 
ntiìfc'à ordinaria, e se il prodotto di a? — ot per le sue derivate 
ò f»«t gli estremi oscìllatorìi dei suoi rapporti incrementali 
eottsiderati nei punti dello stesso intorno fuori di ot ha i^er 
litnifte' zeiro per x^^±at^ là serie di Fourier i^er x^sba Mura 

convergente e avrà per somma — - — —^ , . 

„ Ugual risultata si ha pel caso più generale in cui (}Uefl(ta 
, condizione è sod disfatta per la solita firn /ione F(f>=»/ta-f 0+ 
f +/(«+0 nell'intorno a destra del punto f=0, e cosi in parti- 
. colare si può dire ohe, se nei punti diversi da a deirintorno 
. (a—T] , a-f-Tj) di a la funzione f{x) ha una derivata determinata 
, e finita, e l'altra /la+0 + /(«~0 P^ <=0,ha un limite 
, determinato anch^ esso e finito , basterà che il prodotto 
» ^[r(**l"0 — A* — ^)] abbia per limite zero per ^==0 per 
, potere assicurare che la serie di Fourier è convergente per 

, lim /l[a+0 + aY— 
, x=a e ha per somma *__,o^-^ — ' , . 

Invece poi di queste condizioni basterebbe anche che fos^ 
sere soddisfatte le altre che , essendo /1[a4-^)==/(a+0)-|- ?(')<«>( 0» 
. e/(a-0 = /l[a-0) + p,(Ou>,(0, o F(0 = lim [/(a+O + 
* -fA^'^O] + f2(0^(^\ 1® funzioni p(<) e pj(0» o l'altra pj(0 
9 neirintorno del punto ^=0 a destra non facessero oscillazio- 
. ni, e le funzioni o>(^) e o)i(Oi ^ ^' ^^^^^ ^il<f) fossero sempre 
, finite e tali che i prodotti (.{t) t\ y e p^{t)t\ o V altro 

CS <l>{ 

n PsCO^^ avessero per limite zero per /=:-fO, essendo 

, X , X e X estremi oscillatorii relativi a q> , a>| , (o^ , . 

Y. Similmente . se f{jè) avrà una derivata determinata e 
, finita fuori del punto a, e /(«+0 + /(^~0 P«r ^=0 avrà 
, un limite pure determinato e finito L, ma i limiti di t f\a-^t) 



n 
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etf\a — t) o quello di /[/"(a-f 0— f (^— 0] '•^o saranno lo 
zero, allora perchè la serie di Fourier sia ancora convergente 
per iC==a e abbia per soiuma L basterà che fra e 7] (*»]]> 0) 
ciascuna delle funzioni f{a-\-t)ef(a — o 1* l^fo differenza 
f (a-f -— f(^ — ^^ scomponga nel prodotto |jl(< • v(0 di 
due funzioni V una delle quali |j.(^) tende a zero con t e 
V altra v{t) cresce indefinitamente senza oscillare, e ha una 
derivata o un estremo oscillatorio atto alla integ^razione 
fra fli e n (0<;t]| <C.r^), mentre tv{i) al tendere a zero di / 
non va decrescendo, e i due prodotti [/l«+0 — A*4"0)]^(0? 

[Aa-0 - Aa~0)] <« l'unico [/(a+O+Zla-O — LJ>W 
sono atti air integrazione fra e i] « . 

E anche qui più in generale può dirsi che „ se, essendo 
ancora come nei casi precedenti /(«-f 0=A*+0)+p(')**(0^ 

-j-/(a — ^) j + p^(t)(ù^{t) , non saremo nel caso IV, ma però 
per es. per la p^{t) 0)^(0 , ^i{t) sarà tale che X si scom- 

porrà nel prodotto (i(Ov(0 ^i due funzioni che soddisfano 
alla condizione V. del §. 89, allora la serie di Fourier cor- 
rispondente per x=i sarà ancora convergente e avrà per 

somma ^^q ^ . 

VI. , Se poi la funzione f{x) nelP intorno (a — tj , a-f-^l) 
del punto a avrà un estremo oscillatorio che quand'anche di- 
venga infinito in punti fuori di a ma vicini quanto si vuole 
ad a, è atto all' integrazione anche ridotto ai suoi ra}oii 
assoluti tanto negli intorni a destra che in quelli a sinistra, 
allora per x=^a la serie di Fourier sarà ancora convergente 

e avrà per somma - — ' — ' '^ , . 

, E al solito se fi-t+t) = f{a+0) + (.{t) w{t) , /Ta— = 
=/i;a— 0)-fp,(0««>i(0» basterà che X e X siano atti all'in- 

tegrazione fra t)^ e t) {0<7]|<;Tf]), e le funzioni p(/)X ,p.(^)X 
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9 Io siano fra e 7] anche tiducendole ai loro valori assoluti; 
, o 86 si avrà F(0 = lim ^^°^+^) + /^^^^) ^.p^ffl ^^(f)^ basterà 

9 che X sia atta alla integrazione fra vji e tJi e (^{t)^ sia atta 






« aII*integrazione fra e t] anche ridotta ai valori assoluti 

VII. , Similmente se, essendo ?i i ^s i • -^ ^n^ e (pi , <|^2 vi ^ 
a funzioni che soddisfano alle condiz.oni del §. 38. i due 
• integrali : 

1 n dt n dt Pdt f* ,, ^ „,^^, 

, sono tali che le loro derivate n* o n *, o gli estrerai oscil- 
, latorìi delle loro derivate (n— 1)* o {n — 1)* moltiplicati re- 

, spettivamente per ^i^^^-^-^- ^ì±hjl^ restino atti al l'in- 

, tegrazione anche ridotti ai valori assoluti, la serie di Fourier 
, sarà ancora convergente per x=aL e avrà per somma 

f[a+0) + Aa-0) 
» 2 "' 

E al solito anche questa condizione potrebbe invece 
enunciarsi per la funzione Y{f) o trasformarsi col supporre 

Aa+0 = A*+0) + m (0(0, Aa-0 = /(«-0)+Pi(0 C0|(0, ec, 
come anche si potrebbe via via supporre che la funzione f{x) a 
destra di a verificasse una delle condizioni qui enunciate, e 
a sinistra ne verificasse un altra, ec. 

Queste condizioni, anche considerate soltanto a destra o 
soltanto a sinistra del punto a, saranno dette éondizioni 
I, II, ... , VII respettivamente. 

45. Questi risultati che noi abbiamo dati soltanto pel 
punto x=ciL si applicano naturalmente air intiero intervallo 
(~ic, ic) in cui è data la funzione f{x)^ quando in ogni punto 
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di questo intervallo siano soddisfatte una o più delle condizioni 
che nel paragrafo precedente abbiamo date come sofficienti pel 
punto a stesso. 

Cosi per es. in forza della condizione I. si può dire che 
, la serie di Fourier (1) ove i coefficienti On e òn hanno i 
9 valori (2), rappresenta la funzione data f{x) in ogni punto x 
fra — K e n^ dandoci però per suo valore nei punti a di 



9 tinnita il valor medio T ® ^^^ punti estremi 

» ±« il valore medio ^^^^~ ■ » t^t*® 1® volte che 

9 questa funzione f{x) fra — n e ir è sempre finita e fa soltanto 
9 un numero finito di oscillazioni », per modo che in questo 
caso (che è quello considerato da Dirichlet) se f{x) è anche 
sempre continua, la somma della serie è flx) in ogni punto x 
intemo all' intervallo ( -tc , ?t), e nei punti estremi db « è il 

valore medio M±^ fra i valori estremi . 

Lo stesso accade pei punti x fra — n e tc pei quali f{x) 
è finita e soddisfa ad una qualsiasi delle altre condizioni II, 
III. ..del paragrafo precedente, supposto al solito die se/(x) 
diviene infinita fra — z e ff in un gruppo finito o infinito di 
punti di prima specie essa resti atta alla integrazione anche 
ridotta ai suoi valori assoluti; ma fuori di questi casi, a meno 
che circostanze speciali non ci permettano di dire che lo svilup- 
po di Fourier continua ancora a valere, non si potrà assicurar 
nulla; e anzi, come già notammo al §. 7, si conoscono effetti- 
vamenie anche delle funzioni che sebbene sempre finite e con- 
tinue fra — 7c e :r, almeno in dati punti non sono sviluppabili 
in serie di Fourier. 

Però s^intende bene che lo sviluppo di Fourier viene ap- 
plicabile a classi estesissime di funzioni fra le quali figurano 
tutte quelle che, almeno nello stato attuale della scienza, occorre 
di considerare nelle applicazioni deir analisi allo studio dei fe- 
nomeni naturali; e oltre a ciò è degno di nota che^ quando /(^) 
è sempre finita e continua in una certa porzione (a , b) delPin- 
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tervallo ( — ir, ir), appoggiandosi sulla condizione II del para- 
(p*afo precedente, e facendo astrazione dal caso singolarissimo 
in cui gli estremi oscillatorii dei rapporti incrementali della 
funzione f{x) fossero sempre 4-°° o — oo in ogni punto della 
stessa porzione (a , b) almeno da una parte, si può affermare 
che in questa porzione vi saranno sempre dei punti nei quali 
la serie di Fonrier è convergente e ha per somma la funzione 
stessa f{x)] poiché potrà esservi incertezza pei punti nei quali 
uno almeno di questi estremi oscillatorii ( destri o sinistri ) è 
infinito, ma negli altri punti la serie stessa sarà sempre con- 
vergente e avrà per somma /{x). 

46. Ciò premesso, noi possiamo dunque affermare che se 
fioo) è una funzione che fra — k e ic è atta alla integrazione 
ed è sempre finita, o se diviene infinita in un gruppo finito 
infinito di punti di prima specie, resta atta alla integrazione 
anche riducendola ai suoi valori assoluti, la formola di Fourien 

-1 00 

(8) f{x) ==^aQ + y{anCOsnz-\-bnBennx), 

^ t 

ove : 

i rn 1 rit 

(4) an^^'— I A-^) co&xdx , 6„ = — / f{x) sen nxdx^ 

sussisterà per tutti i punti x fra — ^ir e ir ( — ic e ic inclus.) 
pei quali sono soddisfatte le condizioni dei paragrafi precedenti, 
salvo però a intendere sempre che in quelli fra questi punti x 
pei quali f{x) è discon inua, pel valore di f{x) che figura al 

primo membro deve prendersi /^i±2)±fc2), o il limite per 
^=0 di o 5 ® P®^ ^MvAì estremi ± ic ( quando 

a 

questi punti siano fra quelli da considerarsi), il primo mem- 

oro deve mtendersi che sia ■ — 5 — 

lim /^_«+0-f A15-O 
^«0 ~o ^ • 
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Ed è degno di nota che ^ quando siano soddisfatte le oon- 
9 dizioni d^ integrabilità di f{x) che ora ahbiamo indicate , la 
^ validità della formola (3) per ogni punto speciale x fra — z 
f, e z {±n incl.), non dipenderà affatto dal modo di compor- 
, tarsi di f{x) nei singoli punti fuori di x^ ma soltanto dal 
, modo di comportarsi ài f{x) negli intorni di quel punto x,. 

47. Aggiungeremo che, a causa della forma dei coeffi- 
cienti Un e bn^ si vede subito che quando la funzione data f[x) 
per valori eguali e di segno contrario di x ha lo stesso 
valore, la serie di Fourier si riduce a una serie di coseni, cioè 
si ha: 

(5) f{^)=\ «0+^1 ^^ ^+«a cos 2 a: + . . +<»« cos n a?-j- . . . , 
ove : 

2 r^ 

(6) 0.1 = - / f[x)coBnxdx^ 

e questa formola vale per tutti i valori di x fra — ir e r 
( — ic e ic incl. ) pei quali sono soddisfatte le solite condizioni 
dei paragrafi precedenti, e colle avvertenze fatte sopra rispetto 
ai punti di discontinuità, e ai punti estremi + ::, negli jiltimi 
dei quali ( quando ad essi la formola è applicabile ) si ha per 
somma della serie il valore /(jr— 0) o f{ — «-fO). 

Se poi la funzione data f[x) per valori eguali e di segno 
contrario di x prende valori uguali e di segno contrario, la 
serie di Fourier si riduce a una serie di seni, e si ha: 

(7) f{x) = 6^ sen a? -|- 6j Ben 2 a? + . . . + 6„ sen >> a? 4- . . . , 
con: 



.-i«" 



(8) bn^^— I f{x) sen nx dx ^ 

^ Jo 

per tutti i valori di x che soddisfano alle solite condizioni fra 
— it e TT ( — n e i: incl. ), e colle solite avvertenze rispetto ai 
punti di discontinuità e ai punti estremi, negli ultimi dei quali 
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come ne] punto x=0 la somma della serie viene sempre uguale 
allo zero . 

4r8. Si consideri ora una funzione fra e tt che sia atta 
aV\a integrazione e sia sempre finita, o se diviene infinita in un 
l^rappo di punti di prima specie resti atta alla integrazione 
anclie ridotta ai suoi valori assoluti, e si immagini continuata 
anche fra e — tt con una funzione qualunque dotata delle stesse 
proprietà, e con una funzione che pel valore negativo — x sia 
uguale, o uguale e di segno contrario al valore della funzione data 
nel punto x^ per modo da formare in questi ultimi casi una funzione 
fra — 7c e z per la quale si abbia f['-x)=f{x\ o f{ — x)^= —flx). 
Allora si avranno tre funzioni fra — tc e ir che nell'intervallo 
da a ir saranno uguali per tutto, e differiranno Tuna dal- 
l' altra soltanto fra — n e 0; e queste funzioni considerate pei 
valori diarfraOe:r(Oe^ esclus. ) soddisfaranno o nò con- 
temporaneamente alle condizioni che si richiedono per essere 
sviluppabili colle formole (3), (5) e (7), perchè queste condi- 
zioni si riferiscono soltanto ai valori della funzione negli intorni 
dei punti corrispondenti . Ne segue che pei valori di x fra 
e 3C (gli estremi e Tuesclu-i) pei quali la funzione data soddisfa 
a una delle condizioni del i^. 44, essa avrà ad un tempo le tre 
espressioni analitiche distinte (3), (5) e (7); quindi evidentemente 
pnò dirsi che una stessa funzione pei valori di ^r fra e ir 
(0 e IT al più esci.) pei quali è sviluppabile in serie di Fourier 
può rappresentarsi ad un tempo per una serie di seni soltanto, 
per una serie di coseni soltanto, o per una serie di seni e 
coseni; e evidentemente queste varie espressioni della stessa 
funzione per tutti o per alcuni valori di x fra e ic ( e ic 
esci. ), potranno anche servire a stabilire delle relazioni generali 
per gli stessi valori di x ngijle quali figurerà una funzione data 
arbitrariamente fra e ir, o fra e — ic, 

49. Aggiungiamo che se la fimzione f{x) invece di essere 
data' fra — n e x , è data fra due numeri qualunque a e i fra 
i quali è sempre finita o diviene infinita in un gruppo qua- 
lunque di punti di prima specie, ma in modo allora che essa 
resti atta alla integrazione anche riduceudola ai valori assoluti, 
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la serie di Foarìer ci conduce subito a una espressione analitica 
che vale per tutti quei valori di a? fra a e 6 pei quali sono 
soddisfatte le condizioni dei casi precedenti, e colle solite aTrer- 
teiize rispetto a quelli fra questi punti che sono di disconii-* 
nuità e rispetto ai punti estremi a e b. 

Osserviamo infatti che se si cangia la variabile x nella 
variabile y con una equazione della forma y = %x -\-?i 

ove a e p sono costanti , basterà prendere ^ = r 



p B= . per far sì che la funzione fix)^ considera- 
ta come una funzione ^(y) = f ( -^ — - ] di y, possa riguar- 
darsi come data per tutti i valori di y da — k a ic; e allora 
questa funzione f (y), pei valori di y o di or che soddisfano alle 
solite condizioni, e colle solite avvertenze rispetto ai punti di 
discontinuità e ai punti estremi, si svilupperà secondo la for- 
mala: 

1 ^ 

f (y ) = 2 ^0 + ]S ( ^•' ^^^ ** y + *•• ^®^ *• y ) 1 



con : 



= - / fiy) cos n y dy , ft„ =-- / y (y) sen n y tfy; 



talché introducendo nuovamente la variabile x colla formola di 
trasformazione precedente, si troverà subito per x compreso 
fra a e 6: 

con: 

2 rt^v. «Jt(2^-ft-a), . 2 r* nic(2x-b-(i) 
aj,=^— - / fycysoa — }dx,bK=j- — / /(a;) sen — ^ ', 



Ili 

ovvero : 



o ancbe infine : 



(10) f{x) = \ ] C08 -. / f{x) cos-T da + 



Ja 



, 2nwx A 2nica , 
+ sen -^ / na) sen -r a a 



colle solite condizioni rispetto ai valori di x pei quali si vuole 
esser certi che questa formola sussiste, e colle solite avvertenze 
rispetto ai punti di discontinuità e ai punti estremi a e b. 

50. Supponendo ora in particolare nelle (9) e (10) a=0, 
si ottengono le formole seguenti: 

^\ s 1 rtrs^ f22l 2n7:xr^^ 2»7ca , , 

! 2nizx r^ . 2nwa, 

+ sen — £ — / n a) sen — j — a a 

\ «^ c/O * 

che valgono pel caso che la funzione f{x) sia data arbitraria* 
mente fra e 6; e supponendo invece nelle (9) e (10) stesse 
a = — fc, si ottengono le altre: 

•/ — b 1 */ — b 

+ sen -T~ / /(a) sen —j- a a 



b 



8 
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che valgono pel caso delle funzioni date arbitrariamente fr» 
— b e b. 

Supponendo inoltre in quest^ ultima formola f[ — a)=A«)» 
o f{ — a)= — /(a), si ottengono anche le seguenti: 

(13) f[x) = l ff{a) d a + |-|cos ^^f^^) cos'oda, 

(14) Ax) => ^2 sen -J-J /(«) sen -y- (f a 

e queste danno come le (11) e pei soliti valori di x la espressione 
analitica di una funzione f[x) data arbitrariamente fra e 6^ 
colla differenza però che mentre le (11) per a?=0 e ar=6 
( quando «iano applicabili anche a questi valori di a; ) danno 

per valore di f{x) il limite per <=0 di ^^^^*zl\ la (13) per 
x=0 dà per valore di f{x) il limite lim^^^^fc^ = lim fit) = 

lim f{—t\ e per a?=6 dà limfc^^Mz:*±f> ==• k^ /{b-^ty^ 

= lim f{ — &+0» mentre la (14) per ar=0 e ar==6 dà per valore 
di f[x) lo zero. 

51. Neir ipotesi dunque che la funzione data f{x) fra 
e & sia la stessa in tutte le formolo (11), (12), (13) e (14)^ 
e anche nelle (9) e (10) quando a<CO e il 6 di queste ultime 
è superiore o uguale a quello delle altre, si hanno co4Ì varie 
espressioni analitiche di questa funzione per tutti quei valori 
di a; fra e 6 ( gli estremi e 6 però ordinariamente esci. ) 
pei quali sono soddisfatte le solite condizioni dei paragrafi 
precedenti; e questa particolarità, che già si presentò per le 
serie (7) e (8) nel caso dell' intervallo (0 , 7t), permette anche 
di stabilire delle relazioni generali per qualunque funzione 
f[x) quando x sia compreso fra e 6 , e siano soddisfatte 
le solite condizioni. 

È però da notare che fuori dell' intervallo (0 , 6) nella 
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parte che resta delPìntervallo originariamente considerato (a,&), 
o ( — 6, 6), le varie serie (che pure fra e 6 pei soliti valori di x 
hanno tutte la stessa somma e servouo a rappresentare la stessa 
funzione) vengono ordinariamente ad avere somme differentissi- 
me; ne potrebbe essere altrimenti, poiché, come vedremo in 
segaito, ove questo non fosse, le serie considerate anziché 
essere distinte sarebbero perfettamente le stesse. 

52. Diamo ora alcune applicazioni dei risultati che abbia- 
mo ottenuti. 

1.^ Si voglia una funzione che sia uguale ad À fra 
e ir, e sia uguale a — A fra e — ir, e per 07=0 sia uguale 
ad A ad un altro valore qualunque. 

In questo caso la funzione essendo data fra — tt e ic, la 
serie corrispondente sarà un caso particolare della vera serie di 
Fourier (1). Essa conterrà però soltanto i seni, per modo che 

00 2A r^ 

si ridurrà alla forma V^wsenna?, ove 6n= — / sennarcZa?; 

i ^ -/O 

e quindi sarà la seguente : 

4A£ sen(2n-fl).r ^ 
% ^ 2w+l ' 

talché osservando che per x compreso fra e ic la somma 
di questa serie è A, e per a? fra e — Jc é — A, si avranno 
le formole seguenti : 

Tc % sen (2 n+1) x ^ . . ^ , . 

7"= Zi i^ — . ' per x fra e 7c ( e ir esci. ), 

(15) i * ^ 

ir ^ sen (2 n+1) a? 

— -r-=y ì, — rr^ — per a? fra e —ir ( e —ir esci. ) ; 

4 Y 2n-|-l ^ ^ 

ir ir 

e quindi facendo a; = — e a? = -— nella prima di queste for- 
mole si avranno le altre: 

« ^(-i)"_i_A.i i.l- 
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«_ lllllll 

2v^2^'^"*"'3'"'~5""'y"^9^+ir~13 ""l5" ""'" 

2.^ Vogliasi una funzione che fra e ^ aia ugnale ad 

x^ e fra ^ e 6 sia uguale a — x . 

In questo caso potremo applicare una qualunqpie deDe 
serie (11), (13) e (14). 

Per applicare la (11) si osserra cbe in questo caso ai ba: 

b 



I /(a)co8 



2ii9ca 



X 2 tiic a C 

CL eoa — 7 — d CL — / 



2it3r a , 
acos — ; — aa = 






•={l+(-l)"*'l 



+ 



ft« 



4>^ jc* 



6 

r2 2«« 
/ acos — j- 

b 
2 



^rf»=|l-f(_l«+i)j 



ioE 2>rsi| 
sen 



2»i: 



i 



cos 



LO 



n jr a"! ^ 



per n puri , 



ft« 



"" (2m + l)*ic« P®' " ^"P*" =2 «»+ 1. 
Similmeute si ha: 

^Ì,^J t* rLs 2n«a^ ^ 

I f(a)aa=» — -r- , I ffaisen — ? — aa = per « pan , 

^0 * J(ì * 



6« 



(2 «i-l- l)u 



per n dispari = 2 m -|- li 



• quindi infine si ha: 
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(16) m=-\~2 .. '. +~^ L - 

* ^ Y (2m+l)* IT 2m+l* 

per una prima espressione della attuale funzione f{x). 

In simil modo si troverebbe col mezzo delle (13) e (14) 
per la stessa funzione f{ x) : 

2(2 m + 1) « a? 

^^ ^ 4 7c2 f (2m+l)« ^ 

(2m4-l)«x 

2 ft 00 COS =; 

2(2m-fl)7car 
2 , co sen -^ '-j-^ — 

(18) m~^ ,— ^ + 

( 2ffl+l)7ca? ( 2m4-l)ffa? 



^46^(~l) "sen ^ _2J^ ^^ T 

' (2m+l)« « ^ 2m+l 



e osservando che la formola (16) deve dare — ^ pel valore 
di f(x) per x=0 , si ottiene la seguente : 

^^^^ y^l (2m+l)«== 1 + 3T + p- + 72+ • • • 1 

che si sarebbe ottenuta anche dalla (17) osservando che per 
x=0 e x=b essa deve dare respettivamente e 6 per valori 
di /(x), e avendo riguardo alla prima delle formole (15). 

La stessa formola si trova anche coir osservare che 3>er 

x= j- tutte le formole precedenti devono dare per valore 

di /(x) . 

Confrontando poi le stesse formole fra loro si trova che 
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per X compreso fra e ò (0 e ft e^cl. ) si hanno varie rela- 
zioni fra le quali è da notarsi la seguente: 

2(2m+l);ca; {2m-\-l)i:x 
« sen ^ ^ cos ^ 

Z 2m+l -f^ ^ 2m+l ' 

che per b=K (0 e ir allora esci. ) si riduce all'altra più semplice: 

^ sen 2(2m+l)ir y / ^w cos(2w+l)a7 

^ 2"^+Ì ^ 2ÌH^I 

3.^ Vogliasi ora una funzione che sia uguale ad j: fra 

e b. 

Le serie da applicarsi in questo caso saranno ancora le 
(11), (13) e (U). 

Per applicare la (11), si osserva che ora si ha: 

rb rb i,t 

j f{a)da=J a<?a = — , 

fìr.\ P«« 2 « «(x-a) C\ 2 n « (x-a) 

1 / ' a; cos j a a. =■ 1 a cos r o a =^ 

Jo * yo * 

rèa 2 n « (a;-a)"l * , 6* / 2n%{x—a)\b 
'■ - [2^ ^'"^ h J +W^\'^* 6 h ^ 



6* 2 «Tra: 



= — ^ — sen 



2n:c b 

e si trova cosi che la serie corrispondente è: 

2m:x 



sen 



6 6 S """ b 



2 



2 9C ^ ti 

In modo analogo, colla (13) e (14) si trovano le serie: 

(2n4-l)TCa? , -. . n%x 

6^^4ia> cos ^ ft 2j^(^^)^"^-r 

2 ^* t* (2n+l)2 ' « t 



n 
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e quindi si coQclude che pei valori ài x fra e & si hanno 
le forinole seguenti: 

/ 2n%x 

(2 n+l)7car 
(20) < a:=^---f !!!IIZI1 

^""2 TT» -J (2W+1)2 ' 



of, 00 sen — = — 



1 n ' 

la prima delle quali però non vale per a?=0 ed a:=J, mentre 
la Heconda vale anche per questi valori di a;, e la terza vale 
anche fra e — b e per a?=0, ma non per j? = ± 6 , 

Supponendo h=7: in queste formole, si ottengono le altre: 

ir ^ sen 2 n X 

2 -"^-li n ' 

. TT 4 ^ co8(2n+l)a? 

(21) <j ^-^--| (2n+l)* ' 



1 ^ iw iSenwr 

1 



la prima delle quali vale per x compreso fra e ic ( e z 
esci. ), la seconda vale per gli stessi valori di x , inclusi però 
anche i Valori e ir, e la terza vale per x compreso fra — « 
e ff, ma esclusi i valori ± ir . 

Le formole (20) e (21) conducono anch' esse ai valori di 



i: 7c* 



j e ^ che trovammo sopra. Applicando poi alla seconda delle 

(20) la integrazione definita fra ed x per X'^b (il che può 
farsi sia perchè la serie compresa nel secondo membro è evi- 
dentemente convergente in ugual grado fra e 6, sia perchè, 
come diremo in seguito, alle serie di Fourier è sempre appli- 
cabile la integrazione definita), si ottiene la formola seguente: 
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(2n+l)ica: 



sen 



(22) 2 2^ 7c» -J (2n+l)» ' 

che vale pei valori dia:fraOe6(Oe6 incl.), e questa con 
una nuova integrazione definita darebbe altre forinole notevoli. 

Facendo in questa a? t=: - gì ottiene V altra : 

S2~^(2n+l)3~^ 3«"^53 P'" 

4.^ Vogliasi ora una funzione che sia uguale a zero per 
tutti i valori di x fra — b e 6, tranne per quelli compresi fra 
X* — ^ e x''\'^^ pei quali sia uguale ad una costante A. 

Le serie da applicarsi in questo caso sono le (12), e poi- 
ché si ha ora: 



rb p'-i-p 

I f{(x)da = k I da==2Ap, 



fi , n<rr-a5- f^'+?n7:(x-a). A61 twc, J^'t? 

/ /ra)cos — ^^ aa= / Acos — -^ da= Jsen £-(x— «)> = 

Jlb * -^'-P * nici b^ M^,_^ 

Aft fucp n:c. ,^ 
= 2 — sen — T-^ cos -i- (x— a? ) , 

si trova che la serie che rappresenta V attuale funzione è la 
seguente: 

n«p nic, , ' 

b t: ^ n 



Questa serie però per x= x'— p e a^=a:'-fp dà per valore della 
funzione ^ • 

5.^ Vogliasi infine una funzione f{x) che fra e ^ sia 

uguale ad X, e fra p e ic sia uguale a t: — x , 
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Applicando la (14) col farvi b=7: si trova subito cogli 
stessi procesai che: 

4(seii^ senSx , senSo; senlx 



^ ^ 4 1 sen J^ seu o o/ sen o jc sen f x 



e questa forinola vale per tutti i valori diarfra0e9c(0e 
;r iucl. ) . 

T. Altre forme anaUticlie delle ftanzloni di nna 
Tariabile reale date arbitrariamente in nn 
certo interrano. 

53. Indicati i casi principali in cui una funzione f{x) data 
arbitrariamente fra — ic e tc o fra a e & è esprimibile analiti- 
camente per serie di Fourier, noi dovremmo passare ad esporre 
le proprietà principali dì queste serie. Siccome però vi sono 
anche espressioni analitiche più generali per le funzioni date 
arbitrariamente fra a e 6 che qui pure vogliamo far conoscere, 
e anche queste espressioni analitiche hanno molte delle pro- 
prietà che dovremmo dimostrare per la serie di Fourier, noi 
troviamo utile di dare prima queste nuove espressioni anali' 
tiche delle funzioni che qui consideriamo; tanto più che esse 
sì ottengono con un metodo del tutto simile a quello che ci ha 
condotto alla serie dì Fourier, valendosi cioè dei risultati ge- 
nerali ottenuti nel Capitolo III. 

Riprendiamo perciò la solita funzione ?(^,A); ma per 
avere la massima generalità, introduciamo anche una nuova 
variabile a, considerando cioè la funzione tf{x , a , &n) ove le hn 
sono numeri positivi che crescono indefinitamente insieme al nu- 
mero intero e positivo n, e per la quale si ammetterà anche 
che, se a' e 6' sono numeri qualunque diversi da zero, e dello 
stesso segno, e compresi £ra certi limiti che dipenderanno ordi- 
nariamente da a, la funzione stessa tf(x , a , &m) per x compreso 
fra a' , 6' {a! e V ìncl.) e per qualunque valore di n si mantenga 
sempre numericamente inferiore a un numero finito ( variabile 
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li / f(CP,<l, 



con a' e b'), e gli integrali / f{pp ,a,hn)dx abbiano per limite 
zero per n=oo ; mentre inrece gli integrali / f{x , a , &m) d r, 

I f(a7,a,fcw) per s comunque piccolo e positivo al crescsere 

indefinito di n tendono ambedue Terso una stessa quantità finita 
e diversa da zero 6 indipendente da e e da oc. 

SMndichi ora con f{x) una funzione data arbitrariamente 
fra a e ( (a <Cb\ cbe è atta alla integrazione in questo interrallo 
insieme ai prodotti f{x) ^{x — a , a , A^ ) ove a è un numero 
qualunque fra a e 6 ( a e fr incl. ) , e cbe se diviene infinita 
resta atta alla integrazione anche ridotta ai suoi valori asso- 
luti ; e per la funzione di cui ci serviremo ^x , a , A*) si am- 
metta inoltre che per ogni valore di a i numeri indicati sopra 
con a* e b' possano prendersi in un modo qualunque fra a — a 
e e fra e b — a (0 esci, e gli estremi pure al più esci, 
per a=a e a^=b\ ciò che nel caso speciale di ^x , a , /u) indi- 
pendente da a porta che i numeri a e b' possano prendersi in 
un modo qualunque fra — {0 — a) e e fra e b — a ( esci. 
e a e b pure al più esci. ). 

Allora considerando la serie: 

•6 



1 r 

2qJ f{^)T{x—ci,a, h^)dx + 



•6 



l co rb 

^ 1 Ja 
per un valore qualsiasi di a fira a e (, si vedrà subito che la som- 

1 r* 

ma dei suoi primi n-}-l termini ^ kti I f{^)?[^ — a^a^h^)dx; 

e questa somma per a diverso da a e & col porre x — a=^t può 
scriversi : 
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l /-— s rb—a 

2a / /la+0 T(^ « , hn) di + J f{a+t) rf{t , a , h^jctt^ 

mentre se a è uguale ad a o a 6 uno dei due primi integrali 
e uno dei due ultimi verranno a mancare; e quando (come accade 

nel caso della serie di Fourier in cui y(x , a , A«) = 



X ' 



sen 2 

- (2m+1)\ . . ... .. . 

con hn = ^ ) per a=a o a=o i punti b — a, o — (6 — a) 

figurino come il punto zero per la funzione corrispondente 
T(a;,'a,AM) o f (a: , 6 , A^ ), allora anche quello dei due primi in- 
tesali che rimane si spezzerà in due Tuno dei quali sarà della 
forma degli ultimi e V altro sarà della forma dei primi . 

Ricordando dunque i risultati generali del Gap. 3.^, e sup- 
ponendo che fra — e e e, ove e è un numero piccolissimo che 
può anche dipendere dal valore che si considera per a, la fun- 
zione (p(x , a , Am) soddisfi almeno ad alcune delle condizioni cui 
doveva soddisfare fra e e la funzione indicata con (f{x , h) nei 
teoremi del §. 89; e ammettendo inoltre che se per a=a o a=b 
ì panti ± (ft — a) non possono prendersi come punti a e b\ essi 
figurino allora come il punto zero per la funzione corrispon- 
dente (p(x , a , Am) o (f{x , A , /^n) ) i^oi vediamo senz^ altro che 
per tutti i punti a interni alP intervallo (a , b) nei quali f{x) 
è finita e continua o ha tutt^ al piìl una discontinuità ordina- 
ria, e nei cui intorni a, destra e a sinistra soddisfa a una delle 
condizioni del §. 39, la serie: 

(1) 2G / ^^'^ fi^—<^ ,a,ho)dx + 

l «y fb 
+ 2G 2 / ^'^M 9i^—^ , a , ^h) — ^x—x ,(i.,hn-i)\dx 
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sarà convergente e avrà per somma f{a) o - — ' — ~ 

se in questo punto f{x) è continua, o ha una discontinuità or- 
dinaria; e se il punto a è uno degli estremi a e b del P inter- 
vallo e in esso sono verificate le condizioni testé indicate, la 
serie (1) sarà ancora convergente e avrà per somma uno dei 

valori lf{a+Q),l fib - 0) , o /^"+0) + ^^-<» dipenden- 

temente dalle particolarità che presenteranno le funzioni 
(f{x , a , Am), ^{x , i , a») nei punti b — a o — {b — a) come sopra 
dicemmo; talché, fatta eccezione pei punti d' infinito e delle 
discontinuità di seconda specie che f{x) avesse fra a e i e per 
quelli nei cui intorni non fosse soddisfatta nessuna delle con- 
dizioni del §. 39. e colle indicate avvertenze pei punti delle 
discontinuità ordinarie e pei punti estremi a e 6, la serie (1) 
ci darà una espressione analitica in serie convergente per la 
funzione f[x) che abbiamo preso a considerare nelP intervallo 
(a, 6). 

Se poi col mutare x in — x la funzione tp{x , a , A„) 
non muta , allora si potranno riunire i due integrali 

1 V^ 1 T' 

2Q]nP-^t)^{t,ai,K)di, —J f[a-^t)^{t,a,hn)dt rida- 

1 T" 
cendoli all' unico ^p / \f{^+f) + A»— ^) \ ^{^ ^<^ ^fht)dt ; e 

quindi in tal caso invece di richiedere che sì a destra che 
a sinistra dei punti intemi a che si considerano sia sod- 
disfatta per la funzione f[x) una almeno delle condizioni del 
§. 39, basterà che una di queste condizioni medesime risulti 
soddisfatta per la funzione di t ¥{t)=^f{a-^t)'{-f{a—t) nelP in- 
torno a destra del punto ^=0. 

54. S'intende, come già abbiamo detto, che in tutti questi 
casi la funzione (f{x , a , A,i) considerata per ogni valore spe- 
ciale di a, oltre che alle solite condizioni generali, deve sod- 
disfare negli intorni del punto x=0 alle condizioni che per 
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essa via via abbiamo poste nel Gap. Ili; talché in particolare 
se si saprà soltanto che pel valore speciale di a che si considera 
la fruizione 7(^,a,A^) soddisfa alle solite condizioni generali, 

rx 
e tale che l'integrale / 9(ar ,a , A„ )da? pei valori di x fra 

— e e e (e arbitrariamente piccolo) è sempre numericamente 

inferiore a un numero finito, si potrà soltanto affermare che 

per quel valore di a? la funzione f{x) è sviluppabile secondo 

la serie (1) tutte le volte che in intorni sufficientemente piccoli 

a destra e a sinistra di a essa non fa oscillazioni, o essendo 

continua ammette una derivata che resta atta alla integrazione 

anche ridotta ai suoi valori assoluti, o anche soddisfa a una 

(X 
(f{x , h)dx richie- 

devano soltanto che esso fosse sempre numericamente inferiore 
a ftn numero finito, come ad es. a quella del §. 29. o a quella 
del §. 37. nel caso di a(a?)=l; mentre se f{x , a , A„) soddisfarà 
alle condizioni che si avevano per rf(x , h) nel §. 32. allora per 
Tapplicabilità della serie (1) alla funzione f(x) per aj^^a, ba- 
sterà che nei soliti intorni di a sia soddisfatta una qualunque 
delle condizioni del §. 39. 

Se poi (p(.r,a,An) sarà tale che i suoi integrali / ^{x^ciL^ht,)dXj 

considerati per ogni valore speciale di a separatamente, al crescere 
indefinito di n si mantengano inferiori a un numero finito anche 
quando a ^{x^cL^h^ si sostituiscono i suoi valori assoluti, allora 
non sarà necessario porre per f(x) le condizioni ora indicate, ma 
in forza del teorema del §.24. e delle osservazioni del §.41. quando 
si sappia soltanto che f{x) è atta alla integrazione fra a e 6, e 
che se diviene infinita si mantiene atta alla integrazione anche 
ridotta ai suoi valori assoluti, si potrà senz' altro affermare che 
in tutti i punti a fra a e 6 nei quali f{x) è finita e continua e ha 
soltanto discontinuità ordinarie, essa può rappresentarsi con una 
serie convergente della forma (1)', colle solite avvertenze pei 
punti di discontinuità e pei punti estremi, per modo che in par- 
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ticolare « con queste ultime funzioni (p(x , a , h„\ una funzione 
„ f{x) che fra a e & sia sempre finita e continua potrà rap- 
„ presentarsi analiticamente per mezzo di una stessa serie (1) 
„ in ogni punto a fra a e i , fatta tutt^ al più eccezione pei 
jf punti estremi a e 6 pei quali la somma della serie sarà 

» o /^^)» ó A^)^ » T ff' ^ ^^ questo caso della conti- 

>^ nuità di f{x) fra a e ò, siccome possono sempre determinarsi 
due costanti p e y tali che la funzione f{x) + P ^ + ? si an- 
nulli per x=^a e x=h, basterà applicare la serie (1) a questa 
funzione A^) + pa? + y per ottenere subito « uno sviluppo 
;, (1) di fix") che varrà per V intiero intervallo (a, 6), e pel 
„ quale non si presenterà più neppure la eccezione ora indicata 
« rispetto ai punti estremi a e 6 « . 

Si aggiunge poi che se, preso un valore qualunque di a fra 
a e 6, si troverà che la funzione f(x , a , A«), considerata pei va- 
lori di X fra a — a e b — a, anche al crescere indefinito di n fa 
soltanto un numero finito di oscillazioni, allora per quanto sì 
disse in fine del §.41, nel caso di un numero finito di punti 
d^ infinito di f[x) (quando essi vi siano) non sarà neppure ne- 
cessario richiedere che f[x) resti atta alla integrazione negli in- 
torni di questi punti anche riducendola ai suoi valori assolati. 
Ed è pur notevole che , come accade per gli sviluppi di 
„ Fourier (§. 46), così anche per tutti gli sviluppi che qui con- 
n sideriamo, la loro validità in un punto :r fra a e 6 {a e b al 
^ più esci.), non dipende affatto dal modo di comportarsi di f{x) 
p nei singoli punti fuori di or, ma soltanto dal suo modo di 
n comportarsi negli intomi del medesimo punto x ,. 
55. In particolare dunque , prendendo una volta 

y( a? , a , An ) = ■■ , , 7* a ^ 1 ® ^^ ^^^^^ f(a?,a,A„) = 

=K9n e per ^ positivo, e ^x , a , ftn) = Ah 9„ e * 

per x negativo, con Ao=0, e fn funzione soltanto di a sempre 
positiva, finita e discosta da zero più di un certo numero per 
tutti i valori dÌ2rfraae6(aeò incl.), si osserverà che la 
funzione f(x,a,A„) verrà a soddisfare alle condizioni ora indi- 
cate, giacché peri? positivo si ha: 

lim fP K9ndX _lim r^ K^ndx r ■ , . ^^ 
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lìm 



e c^aindi , per quanto testé dicemmo si potrà affermare che 
una funzione f[x) atta alla integrazione &a a e 6 può rappre- 
sentarsi colla serie: 

1^ /"/Tari j ^" '^" *"--< ?"-< )rfa5 = 



o coir altra: 



ìlU«' 



h„ fn (•^— a) A„-i 9«-i (^•— a) 



X* { — Afi7n(3?— a) — An9«(a;— a)\ -» 

colle solite avvertenze pei punti delle discontinuità ordinarie, e 
con esclusione di quelli delle discontinuità di seconda specie e 
degli infiniti della funzione, per gli ultimi dei quali ( punti 
d^ infinito ) quando siano in numero infinito conviene anche 
ammettere che, eccettuatine tutt' al più un numero finito, negli 
intomi degli altri la funzione f{x) resti atta alla* integrazione 
anche ridotta ai suoi valori assoluti; e colP avvertenza infine 
che nei punti estremi a e b ìe serie precedenti danno per va- 
lore della funzione - f(a-^0) e ^ f[b~[-0) tutte le volte che 

queste quantità sono determinate e finite. 

Osservando poi che se A; è positivo, si ha per formole 
note: 
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l+*« 



ore anche a; nella seconda è positiro, si vede sabito che le 
serie precedenti possono anche ridarsi alle altre: 

— X —X 

- ^ / Aa^)<ia; / cosX(a;— a)le —e /«J*, 

i"* r* r* 4 1 1 / 






e in queste ^ e ^n devono soddisfare soltanto alle eondizioiii 

poste sopra; talché può prendersi per es. A» = Vn^, y«=e 
con {: costante, e così si può ridurre per es. la seconda serie 
all^ altra: 

e V / /r.r\/2T / X« cos X (a?— a) d A 



!A:aoo rh r^ 

— ^ maxi 



2ha. \ ( 2ka 

(n— l)e +X« )ne +X« 



e jf questa, come le precedenti ed altre che potrebbero troyani 
, al modo stesso, servono a rappresentare analiticamente qual- 
, siasi funzione continua in ogni punto x {m ae b fatta sol- 
9 tanto eccezione pei punti estremi quando in essi il valore 
„ della funzione non sia lo zero'; e servono pure^ come ab- 
, biamo detto, e colle avvertenze fatte sopra, per qualsiasi fan- 
„ zione atta air integrazione fra a e b „; e col particolarizzare 
f{x), specialmente dopo invertite le integrazioni; come appunto 
è quasi sempre possibile di fare, conducono a molte formole 
notevoli. 

Merita poi di esser notato che questi risultati ci danno 
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il modo di ottenere infinite espressioni analitiche di funzioni 
date arbitrariamente fra certi limiti, e ci permettono di dire in 
particolare che , le funzioni sempre finite e continue in un in- 
, tervallo finito hanno sempre infioite espressioni analitiche 
, che valgono per qualunque punto dello stesso intervallo , 
, quando si eccettuino tutt^ al più gli estremi , . 

56. Ora venendo a casi particolari rispetto alla funzione 

rf{x^a.^hn) ammettiamo che (come nel caso di 9(^,a,AH)= ^ 

con Am = — ?— > che corrisponde alla serie di Fourìer ) si 

abbia: 

^2) ?(a?— a, a, A„)— (p(a?-~a, a, Am-ì)= HH,|(a) K„„(^) + 

+HH,2(a) K„,j (a?) + . . + HH,«(a) Kn,m(x), 

ove m è un numero fisso, e le HM,f(a) sono funzioni della 
sola a, mentre le Kn^ti^) ^^^^ funzioni della sola a?, e dipen- 
dono le une e le altre dagli ìndici n e 8. 

Allora la serie (1) corrispondente prenderà la forma : 

ove Pm,| , Pn,3 . . . P«,m sono coefficienti costanti determinati 
dalla formola: 



,.= fm 






J' 



quando sia data una funzione ^38 — a^a^hn) dotata delle 
solite proprietà generali e di quelle del §. 24, o dei §§. se- 

D. 9 



'> 

*>». 



128 

gnenti , e per la quale si abbia la forinola (2), avremo rma 
9 espressione analìtica di /(a?) in serie di fanzionì H««,«(ac} 
, come la (3) che varrà nei soliti casi « • 

Qui poi giova osservare che le condizioni che sempre ab- 
biamo richiesto per f (a: , A) o y(a? — a , a , A») possono rendersi 
meno restrittive; poiché se nel teorema del §. 22. ammettiamo 
che la funzione ivi indicata con fO^fA) non si mantenga sem- 
pre numericamente inferiore a un certo numero quando x si 
avvicina a un numero finito di punti fra a e 6, separando qnesti 
punti con piccoli intorni e poi ripetendo la dimostrazione che si 
fece del teorema medesimo si giunge immediatamente a concia- 
dere che « esso continua a sussistere anche se la funzione i yi in- 
, dicata con ^(-TfA), soddisfacendo sempre a tutte le altre con- 
9 dizioni che allora si posero, cessa di esser finita, o almeno 
« cresce indefinitamente con h in un numero finito di punti fra 
« a e &, o si è incerti, purché allora qualunque sia h Pintegrale 

, /rt.),(«,»)i. «^ . inio^i .nfflcWiem»... ■picco» 

ff degli stessi punti e la cui ampiezza non dipenda da A, resti 
„ sempre numericamente inferiore a quel numero che più ci piace, 
, anche quando la funzione sotto il segno integrale si riduce a 
« quella dei suoi valori assoluti «. Ed è in forza di questa osser- 
vazione che noi possiamo anche asserire che se la funzione indi- 
cata sopra con 9(0? — a , a , An) cesserà di esser finita, o almeno 
crescerà indefinitamente con n al tendere di a; a un numero 
finito di valori speciali fra a e 6 diversi da a, si sarà incerti 
ma, almeno per gli altri valori di a;, tutte le altre condizioni sa- 
ranno ancora soddisfatte, allora lo sviluppo precedente continuerà 
pure a sussistere tutte le volte che per qualsiasi valore di n Tin- 

tegrale / f[x) y(.x?— a , a , hn)dx esteso a intomi sufficientemente 

piccoli degli stessi punti la cui ampiezza non dipende da n 
resti sempre mmiericamente inferiore a quel numer^he più ci 
piace anche riducendo la funzione f{x) 9(0?— a , a , A») ai suoi 
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valori assoluti; talché appunto non è necessario che sia soddi- 
sfatta la condizione che ^(x — a^a^hn) sia sempre finita, purché 
allora f{x) sia tale che resti soddisfatta la condizione ora indicata 
pel prodotto /l[a?)^(a: — a, a, A»). 

57. Ora è da osservare che quando invece della funzione 
9(jtr , a , AJ siano date a priori le funzioni HN,«(a), non sempre 
sarà possibile (almeno con questi processi) sviluppare nei soliti 
casi una funzione datti arbitrariamente f{x) secondo una serie 
di fanzioni Hii,,(a) come la (3); però evidentemente, per 
quanto abbiamo detto al §. 53, onde esser sicuri che si ha que» 
sto sviluppo bisognerà che si possano determinare le funzioni 
^x — a , a , Aq) e Kny§{x) per tutti i valori di a? e di a fra a e 6 
in modo che la somma: 

(4) ^(x-a,«,*o)+ 2 H,„(a) K,„(a;)+ 

+ H.,j(a)K,„(x) + .. + Hr,«(a) K,„(x)} 

rappresenti una funzione ^{x — a , oc , An) dotata delle solite pro- 
prietà generali dei §§. 21 e 53 pei valori di a: e di a fra a e 6, 
e per la quale riescano soddisfatte le condizioni che si richie- 
dono per r applicazione del teorema del §. 24 o di uno di 
quelli del §. 39. 

Ponendo in questa somma x — a=^/, essa diverrà: 

(ó) ?(<,«,Ao) + 2 H,„(a) K,„(«+04- 

+ H„j(a)K„8(a+<)+..+H.„(a)K„«(a+01 ; 
quindi; percbè possa corrispondere a una funzione ^x , h) o 
<f{x — a, a, Ah) per la quale siano soddisfatte le condizioni dei 
§§. 21 e 53, occorre intanto evidentemente che la serie: 

(6) J^t,a,h,)dt-[- 2 j n„„ («) JK»,, (a+0 dt + 
+H,„ (a) / K« , 8 (a+0 dt + .. +H»,» (a) / K» , „ («4 <) diì. 
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per a compreso fra a e ò (a e & al più esci,) e per t diverso da zero 
e compreso fra a — a e o fra e b — a (fc — a e— (fc — a) al più 
esclus. nel caso di a^=a, o a=ò ) sia convergente e abbia per 
somma una stesela quantità diversa da zero 6 per t positivo e — 6 
per t negativo, che cangia segno con t ma che del resto è ìndi- 
pendente dai valori scelti per a e per ^ f ra i limiti indicati. 

Oltre a ciò, se e^ è un numaro positivo piccolo a piacere, 
pei valori di t fra a — a e — e| , e fra e^ e b — a ( gli estremi 
± (6 — a) nel caso di a=a o a=b al più esci.), la somma (5), 
che non è altro che la derivata rispetto a t della somma dei 
primi n-\-l termini della espressione (6), deve per qualnnqoe 
valore di n mantenersi numericamente inferiore a un numero 
finito; e inoltre pei valori di t compresi fra — e e e, ove s è un 
altro numero positivo piccolissimo che potrà anche dipendere 
dal valore che si considera per a, la stessa somma dovrà sod-' 
disfare alle condizioni che si richiedevano fra e e per la fun- 
zione ^P,h) in quelli dei teoremi dei §§. 24 o 89 che vorremo 
applicare; dunque quando tutte queste particolarità si verifichi- 
no, intendendo che nella (3) Gt indichi la somma della serie (6) 
per t positivo si avranno i precedenti sviluppi (3) di f{x) pei 
soliti punti a fra a e 6 nei quali è finita, colle solite particolarità 
pei punti di discontinuità e pei punti estremi, e colle limita- 
zioni o nò portate dai teoremi dei §§. 24 e 39 dipendentemente 
dalla natura della funzione f (^ , a , hn) che ora viene rappre- 

sentata dalla somma (5) o da — r~-, se 6n,/ è la somma dei 

ò t 

primi n-\'l termini della serie (6) . 

E cosi in particolare quando le condizioni suindicate rispetto 

alla serie (6) e alla derivata ^ ''^^ della somma 6»,/ dei suoi 

o t 

primi n-f-l termini siano soddisfatte, se avverrà che questa 

rx 
somma G,.,/ (che ora corrisponde alP integrale / ^{x^h)dx 

che si aveva nel cap. III.) per t compreso fra — t e e si man- 
tenga numericamente inferiore a un numero finito qualunque 
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• 
sìa n, gli sviluppi (3) per f{x) varranno per tutti i punti a 

negli intorni dei quali f(x) non fa infinite oscillazioni o almeno 

ammette una derivata che resta atta alla integrazione anche 

riducendola ai suoi valori assoluti ; mentre se il prodotto 

i y - col tendere a zero di t resterà numericamente inferiore 
u t 

a un numero finito, allora gli stessi sviluppi varranno pei punti 

a pei quali i rapporti incrementali ^^^^'^^i mantengono 

sempre finiti, o almeno se crescono indefinitamente restano atti 
air integrazione fra e e anche ridotti ai valori assoluti ec; e 
per gli altri teoremi dei §§. 24 o 39 converrà aver riguardo 

anche alla funzione dei valori assoluti di —^~-, o ai massimi 

V t 

e minimi di Qn^t per t fra — e e e. 

Valendosi poi della osservazione fatta nel paragrafo pre- 
cedente si può aggiungere che quando per un numero finito 
di valori a^ ,a^,.. di t fra a — a e — 8| o fra S| e 6 — a, la som- 
ma (5) non si mantenga sempre finita o, almeno cresca 

indefinitamente con n, o si sia incerti, allora lo sviluppo (3) per 
f[x) continuerà ancora a sussistere, purché qualunque sia n Tin- 

tegrale del prodotto floL-^-t) -~- esteso ad intorni sufficiente- 

mente piccoli degli stessi punti, la cui ampiezza non dipenda 
da n, si mantenga inferiore a quel numero che più ci piace anche 
riducendo il prodotto medesimo ai suoi valori assoluti. E quando 
questa condizione si trovi verificata, allora non occorrerà esami- 
nare se pei valori eccezionali a^,^^,.. di f ora indicati sono o nò 
soddisfatte le altre condizioni che si hanno per Gtn^t poiché esse 
Terranno soddisfatte di per sé. — Questa osservazione, senza 
stare a ripeterla ogni volta, la intenderemo fatta ora anche per 
il seguito. 

58. Si aggiunga ora la condizione che (come accade negli 
sriluppi conosciuti ) *le funzioni E«,«(a;) non differiscano dalle 
Hii,,(.r) altro che per fattori costanti p^n variabili soltanto 
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dalPuna all'altra, e per nn fattore fisso ¥(x) funzione finita 
della 0?, per modo cioè che sia KM„(^)=piHf P(ir) Hm»«(*). 
Allora la serie (6) si ridurrà alP altra : 



Xt oc / rt 

+ Ph,2 H ,.,2 (a) / F(a+OHH,j (a+f) (?<+...+ 

+l)«,mH„,«(a)J F(a+0H„,«(a+O d ti , 

mentre la espressione (5) che ora dovrà corrispondere a 
fp{t ^oL^hn) diverrà: 



aG 



f'tern 



(8) -yf-= 9 (^ a 1 *o) + 2 \Pru Hr„ (a) H.,, (a+0 + 

+ Pnt Hr^ (a) H„4 (a + + • • + l>nm H,H« (a) Hr,« (a+0 i F(a+0: 

essendo al solito Otn^t la somma dei primi h-\-1 termini della (7); 
talché si può ora affermare che se (dipendentemente soltanto 
dalla forma che dovrà avere la espressione analitica della fun- 
zione da svilupparsi, e non già dalla natura di questa funzione) si 
potranno determinare le costanti |?n,| i Pmi i • • ^Pnm pei varii valori 
di n e le funzioni F{x) e f(^,a,%o) in modo: 1.^ che la serie (7) sia 
convergente per tutti i valori di a fra a e 6 (a e & al più esci.) e 
abbia per somma una stessa quantità diversa da zero per 
tutti i valori di t diversi da zero e compresi fra e b — a, e per 
quelli fira a — a e abbia invece per somma — 6 ( gli estremi 
±(6 — a) nel caso dì a=a o a==«6 al più esci); 2.^ che se C| è 
un numero diverso da zero e positivo comunque piccolo la 

derivata -r—- della somma Qn^t dei suoi primi n+1 termini 

qualunque sia n resti sempre numericamente inferiore a un 
numero finito finché i è compreso fra a — a e — S|, e fra 6| e 4— « 
( gli estr. ± (b — a) nel caso di a=a o a=b al più esci. ); 
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3.® elle la somma Gn,< dei primi n+1 termini della stessa se- 
rio o la sua derivata —--f~ per ^ fra—e e s soddisfi alle con- 

dt 

dizioni indicate nel paragrafo precedente; allora una funzione 
/X^) data arbitrariamente fra a e i potrà rappresentarsi colla 



•6 1 ^ 



\ r 1 t 

-f- Pma Hm,4 (a)+ • • • + Pn^m H«,« (a) > , 



ove 



•/a 



(10) Pn„ = pn,, / /(:r) F(x) Hh,. {x)dx, 

Ja 

e ciò per tutti i punti a fra a e ò pei quali la funzione stessa 
f{x) è finita , colle solite particolarità pei punti estremi e per 
qaelli di discontinuità, e colle limitazioni o nò portate dai teo- 
remi del §. 39. dipendentemente dalle condizioni cui soddisfarà 

fra — se s la somma suindicata (jn^t o la sua derivata — tt^. 

E se la seconda condizione ora indicata non sarà soddi- 
sfatta per uu numero finito di valori di t^ o si sarà incerti, allora 

la funzione f{x) dovrà esser tale che il prodotto /(^'fO-x^' 

soddisfi alle condizioni poste in fine del paragrafo precedente • 
59. Se poi, come pure accade negli sviluppi conosciuti, il 
primo termine della serie (9) avrà la forma degli altri, per modo 
che la serie stessa possa scriversi : 

2G 2 |P*'* ^"'^ ^*^ "^ P"'* ^"'8 («) + •• -{-^mm H»,m (a) I , 

con PN,f determinato sempre dalla (10), e se a questa serie Tin- 
tegrazione definita dovrà essere applicabile termine a termine 
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almeno da a a &, e si avrà 



Ja 



qnando non sia ad un tempo n=p, 8=t , allora dona essere: 

b 



fm 



F(a;) H,^ («) d x 

Hit '^ 



2G rh 



/f(x; 



e quindi sarà: 

20 



P«..= 



/ F(a:) BPh„ (X) d a? 
•'a 



talché allora, onde lo sriluppo precedente per la solita fnnzione 
f[!c) sia possibile nei soliti casi, bisognerà che la serie: 

_ . H,^ (a) /F(a+OHH„(a+f )d< H,„ (a) / F(a+0 H„j(«+0 dt 
(11) 2 \ ^6 + Tb ^ • • 



1 



Xb ' rb 

F(ar) H'„i ^^^àx J F(it) BP^«) ite 

Hh,„ (a) / F(a+ Hh,« (a+0 dt 

< — è 

x) H«i»,H, (x) d X 




(cui ora si riduce la (7) divisa per 2 0) sia convergente e 

1 . . 

abbia per somma ^ per t positivo e compreso fra e 6— a, 
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e — òP®r ^ negativo e compreso fra a — a e (0 sempre esci. 

e gli estremi ± (6 — a) tutt' al più anch^ essi esci, nel caso di 
Gi-=a e a=^&); e oltre a ciò bisognerà pure che nei soliti inter- 
valli da a — a a — i| e da e^ a b — a la derivata -r^ della 

somma 6»,/ dei primi n termini di questa serie, che ora cor- 
risponde alla funzione ^t ,a^ hn)^ resti sempre numericamente 
inferiore a un numero finito per qualunque valore di n, e 

questa somma G^t o la stessa derivata -— ^ soddisfino fra 

V t 

— s e s alle solite condizioni dei paragrafi precedenti. E se 
non sarà soddisfatta la condizione che — ^^ da a — a a — b^ 
o da Si a h — a resti sempre finita, o si sarà incerti, allora bi- 
sognerà al solito che il prodotto f\p.-\-t) ^**^ soddisfi alla 

o t 

condizione data in fine del §. 58. 

Lo sviluppo di f{x) poi in questo caso prenderà la forma: 

00 ( N 

(12) 2 ?«H ^-'i (*) + i*^^ ^-'« W + • •+?*>"• Hm« (a) , 
1 ^ ' 

con: 

f[x)F{x)En,,{x)dx 

(13 Jn,. = 



X 



F(a;) HV. W i x 



e si avrà come abbiamo detto: 



(14) y(^ « , A,)= ^' = £ \ °- ^"^ ^- ^"^'^ F(«+0. 

* *' F{x)B*rA^)dx 
''a 
essendo G„,j la somma dei primi n termini della serie (11). 
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60. Tutto ciò è generale, né si esclude che le funzioni 
Hn,« possano variare da un termine air altro della serie con 
leggi qualsiansi. Ordinariamente però le funzioni che si corri- 
spondono nei vani termini della serie, cioè le H|,« , H^^ « - • i 
Hh,« , . • , non costituiscono che una sola funzione nella qaale 
oltre ad x figura un^ altro parametro X che varia dair una 
air altra di esse, prendendo però uno stesso valore determinato 
per es. Xn nelle m funzioni che figurano nello stesso termine , 
per modo cioè che si ha: 

Allora le serie (9) e (12) che devono servire allo sviluppo 
della funzione data f[x) si riducono respettivamente alle altre : 

(15) ^JK^)? (^ -«1 «W d^+ yì\Pnn Hi(X.,a)-f 

+ PH,2H,p^,a)+..+P«,^H4X,.,a)| , 

(16)2J2'»'iH|(>^H,a)+9H,jH,(X^,a) + .. + j«^H«(X^a)L 

con: 

(17) Ph,. =- pn^ fm F{x) H. (X^ ,x)dx, 



(18) • Jh,. 



f{x)F{x)E.Q^,x)dx 
F{x)E^Q.n,is)dx 



essendo le ;>«,• quantità costanti da determinarsi; e onde essere 
sicuri che lo sviluppo (15) è possibile nei soliti casi pei valori 
di a compresi fra i due numeri dati o da determinarsi a e . 6, 
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bisogna poter determinare le costanti Pm,« in modo che la serie: 

fi 00 [ ri 

>9) J ^t,aL,h^)dt-^^ PhmH, (X,,a) j F(a+0 H, (X^ , a^t)d /-|- 

pei Talori di ^ diversi da zero e compresi fra e b — a {b — a 
al più esci, per a==a) sia convergente e abbia per somma una 
stessa quantità diversa da zero che allora sarà presa per la 
quantità G che figura nella formola (IS) stessa, e pei valori 
di i diversi da zero e compresi fra a — a e (a — b al più esci. 
per ar=b) sia pure convergente ma abbia per somma — 0, 
essendo Q indipendente da ^ e da a; mentre onde -esser sicuri 
clie lo sviluppo (16) à possibile bisognerà invece che la serie: 



H^ (X^ , a) / F(a+0 H. {K , a+0 d t 

(20) 2 -^ + 



UO^,a) I F(a+0 Hj (X„a+0 H„ (X« , a) / F(a+0 H« (X, , «+0d< 

rb +••+ rb 

I ¥{x) Hj« (X,,») dx / F(x) H«, Q^x) d x 

abbia per aomma ^ per i diverso da zero e compreso fira e 
h — a e abbia per somma — ^ per t diverso da zero e com- 

dà 

preso fira a— a e 0, (i — a, e a — b al più esci, se a=a o a?=i), 
e supposto ben inteso che in quest'ultimo caso si abbia sempre 
la formola: 
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'b 
(21) / F(x ) H. (X, , X) K, {\,,x)dx = 0, 



Ja 



tutte le volte che non è al tempo stesso 8=t , n=p • 

Oltre a ciò poi bisogna sempre che indicando al solito 
con Qn^i la somma dei primi n+l termini della serie (19) o 

\ ri 

quella dei primi n della (20), la sua derivata ** qualunque 

sia n resti sempre numericamente inferiore a un numero finito 
per t compreso nei soliti intervalli da a — a a — Sj e da e| a b — a 

almeno sia soddisfatta pel prodotte /(a+0 v .^ la condi- 

zione posta in fine del §. 58 ;. e bisogna inoltre che la stessa 

somma Gm,< o la sua derìvata -^r^— p«r t compreso fra — s 

e 6 soddisfino alle solite condizioni dei paragrafi precedenti. 

E quando poi effettuando le integrazioni che figurano in 
queste formole si troverai per es. 



Jo 



F(a+0 H. (Xh , a+0 dt^k. (X») j K, (X» , cx+0 - K, (X^ , a) j 



/F(0H.^(XH,0d^ = 8,(Xn), 

ove le kg e 0« dipendono soltanto da X,, , e Kf dipende anche 
da a-f-^ o da a, allora le serie (19) e (20) diverranno respet- 
tivamente le seguenti: 

rt co m i \ 

(22) 1 ^t,a,\)dt-\-^^'2é»Pn^^'^^^^^^^^^^^ 

Jo 1 1 ^ ' 



00 m 



(23) 2«2.è^'J'(^»'«>S^'^'*+')-^'(^'*) 
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nella prima delle quali le quantità A:, (X^) si potranno anche 
ìncladere nelle costanti q„y, e per queste serie e per le somme 
Gt»»,/ dei loro primi n-f-1 o n termini, come per le derivate di 
queste somme, dovranno essere soddisfatte le respettive condi- 
zioni indicate sopra. 

61. I valori X| , X^ , Xg , . . , che prende successivamente 
il parametro X nei varii termini delle serie che qui si conside- 
rano sono dati ordinariamente come infiniti o parte degli infiniti 
di una funzione monodroma e continua io{sr) di una variabile 

complessa «^, o come radici o parte delle radici della equazione 

* 1 
trascendente —pr = 0, supposti per semplicità questi infiniti o 

infinitesimi X^ ^ X^ , . . , X„ , . . , tutti di prìm'ordine, e reali però 
o complessi. 

Quando poi la funzione tD{z) non sia data avanti, ma si 
sappia che in ogni porzione finita del piano z cade soltanto un 
sumero finito di punti X| , X^ , . . , X„ , . . , allora per un teorema 
noto {*) potrà sempre costruirsi una funzione di z monodroma 
e contìnua in ogni porzione finita del piano z che abbia le 
quantità XmX^,.. ,Xn,.. per infiniti o infinitesimi del prim' or- 
dine; quindi, ammesso appunto che dei punti X( , X^ , . . , X„ , . . 
ne cada soltanto un numero finito in ogni porzione finita del 
piano ^, noi potremo in ogni caso considerarli come infiniti 
o infinitesimi di prim^ ordine, per es. come infiniti, di una fun- 
zione monodroma e continua w(z\ e potremo quindi introdurre 
sempre in calcolo questa funzione w{z). Con ciò noi troveremo 
dei teoremi generali che daranno il modo di determinare infiniti 
sviluppi per le funzioni di una variabile reale date arbitraria- 
mente fra due limiti; fra i quali sviluppi s' trovano appunto 
(ftielli interessantissimi che si presentano nella fisica matema- 
tica, e pei quali, a quanto so , non era stata data fin ora una 
dimostrazione generale e rigorosa . 

n n Prof. Retti dette pel primo nelle lae lesioni dell'anno scolastico 1859-60 
salle funzioni ellittiche, il teorema ora ricordato pel caso in cui la distanza fra due 
qotilnnqoe dei ponti ^i , >ti • • i ).nf« i^cn scende mai al disotto di nnti certa 
quantità li, e pabblioò qnesto teorema nel tomo III degli Annali di Matem. del Torto- 
lini. Ti sig. Weierstrass poi dette soltanto in questi aitimi anni il teorema stosso 
pel caso generale , nella sna memoria sullo funzioni analitiche nniformi pubblicata 
ttéi\ò ALkancUungen dell' Accademia delle Scienze di Berlino pel 1876. 
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Però onde giungere a questi teoremi generali, ci è utile 
premettere delle formole (alcune delle quali io le credo nuove) 
sulle funzioni monodrome e continue di una variabile complessa* 

62. Sia perciò t€{z) una funzione di sr che è monodromA e 
continua nelPintomo del punto a, ma diviene infinita di ordine yu 
in questo punto; e s^ indichi con f{z) nn altra funzione di 3 
che neir intomo del punto a, oltre esser monodroma e continoa 
come u?(2), è anche finita. 

Il prodotto f{^)w{z){z — ày^ , ove jp è un numero intero 
e positivo, sarà pure monodromo finito e continuo neirintorno 
del punto a, e quindi in questo intorno applicando il teorema 
di Gauchy si troverà; 



r i(f*P-i) 

yz)J'i0){z-afP\a ^ 



flc(jijp— 1) 
e quindi: 



(.-.f?-' + . . . . 



^z) w^ (^)== ^ + ^ — — ì =^ 



I 1 +•• + 

[z — ay'^ {z — ay^ 

+ «^1(0» 



_l_ m^)^%) (2^—») 



V'P 



ic (ti p— 1) (z—a) 

ove A è il limite di fv{z){sf — ay per ;2fe=a, Wi{z) è una 
funzione monodroma finita e continua neirintorno del punto a, 

e il simbolo l^z)ìr{z){z — ay^ja indica il valore della de- 
rivata 8 di (p{sr)w^{z){z—àf'^ nel punto a. 

Integrando dunque lungo una linea chiusa Ca, che si sup- 
porrà percorsa nel senso diretto, ,e dovrà esser presa in modo 
che non passi per alcun punto dMnfinito né di (f(z) né di t€{9\ 
e che oltre al punto a, non racchiuda altri infiniti di queste 
funzioni, si avrà di qui: 



wt/ ,t(jip— 1) 
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quindi se entro certi campi w{z) resta sempre monodroma 
e contìnua ma diyiene infinita respettivamente degli ordini 
V*i 1 1*^ ) • • 1 (^ / • • ^®ì punti Xf , Xj , . . , Xn , . . t sia che essa di- 
yenti o nò infinita anche in altri punti, e se f{z\ essendo pure 
monodroma e continua, non diviene infinita negli stessi punti, 
indicando con Ci» una linea chiusa posta nei detti campi che 
racchiuda i punti X4 , X^ , . . , Xh « e non passi per alcun punto 
d^ infinito né di f(z) né di u^z)^ e indicando con Ti 9 Ti ) • • * T 






i residui corrispondenti agli altri punti dMnfinito di f{z)ic^{z) 
entro Cnt se pur ve ne sono, si ayra la formola : 

oye nella integrazione, ora e in seguito, la linea Gm s^ intende 
percorsa nel senso diretto; e di qui, passando al limite col 
far crescere 0» indefinitamente, si otterrà subitg anche la 
formola seguente: 

che yarrà tutte le yolte che uno dei due membri di essa abbia 
un significato. 

Son queste le formole che yoleyamo trovare; e ora è facile 
vedere che in esse i termini del secondo membro si esprimono 
tutti pei valori di ^{z) e delle sue derivate nei punti corrispon- 
denti X| , X^ , . . , Xm , . . . , e per quelli delle derivate negli stessi 

punti della funzione ii(z) =— r-t inversa della funzione data ìMzX 

w{z) ^ 



n 
1 
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Si osservi infatti che se a ò un punto d^infinito d* ordine (l 
di iv{2\ esso sarà un infinitesimo dello stess^ ordine |jl di i^z), 
e quindi u{z) per2f=a si annullerà insieme alle sue prime p. — 1 

derivate, e u^^\a) sarà diversa da zero; talché applicando il 
teorema di Cauchy si avrà: 



«(')(-«f'=i^r= 



^26) ^ ^ \ u (a) u W (^_a)-f ...^ 

e di qui calcolando le varie derivate di m^(2)(2— a)*^^ e poi 
facendo^ 2=a, si troverà che esse vengono espresse per 

u (a) , u (a) . . M ci^ che dimostra appunto quanto dice- 
vamo poc'anzi (*). 

(*) a). Notiamo di passaggio che facendo j9=l la (26) ci dà U forinola 
notevole: 

lim IO («) («-a)' = A = .tt) , y 

tt^* '(a) 

1 
che determina il coefficiente À di ^ nello svilappo di ip(«); e questa nel caso 

(«— o) f^ 

particolare di /=1 dà luogo all'altra lim io{«) (»— «) =-7/-t che potrebbe troTarsi 

subito anche direttamente, e che ci mostra che ■ il residuo di una funzione monodro- 
« ma e continua in un punto a ore .essa diriene infinita del prim* ordine è T inversa 
• della derivata della funzione Inversa «. 

b). È pur da notare che sopponendo ancora p=d le formolo precedenti ci mo- 
strano che se a ò un infinito di ordine f^ di to(>), il residuo di to(«) in questo 

r a^ (H-1) 

punto è L^^(g) (t— g) Ja ^ o il valore per «=0 della espressione 

+ ^.,, , ,/ (*—«) + • • ? I P«r «nodo che questo residoo 



'f(P-l)j,f*-l( ^(P) ' ^(f*+l) 

si esprime sempre per le derivate di ordine f^,f-fl.... della funzione inversa «(x) 
di to(s) prese nel punto a. 

e). Noteremo inoltro che cambisndo ?(•) in —^,i e intendendo «he la nuova 



funzione ?(•) sia ancora monodroma e continua entro C^ e le 7r ■i'^no ora i residoi 
di 7(')t^(«j noi ponti d'infinito oC|,0^...di questa funzione diversi da >!,>«*• M)f|i>P 
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63. In particolare dunque, supponendo che gli infiniti 
^1 ^ 5^ * . . 1 Jw. . . . siano taciti del prim' ordine, e facendo p=h 

e =2 coir osservare che -77^-7 i appunto il residuo Cn di w{0) 

« (M 

nel punto X^ «i ottengono le formole seguenti: 



In. 



C27) ) 



le quali danno luogo alle altre ai limiti : 
[28) < 

-i-. / ^Z)w^{z)dz-'^^r =2 

che saremo sicuri che sussistono appena si riscontri che uno 
dei due membri ha un significato determinato . 

La seconda delle (27) poi cambiandovi ff{z) in (f{z)^z)^ si 
trasforma nel P altra: . 



e m' non sia un punto d' infinito nò di fi*) nò di w(z), basta osservare che la 8om< 

ma precedente }^7^ conterrà anche il termine y(«') tcP{»') per ottenere subito dalla 

1 
(25) la formola seguente: 

noto V) = S 1 j T^^')^ (»(«->»)- I + 






che saremo sicari che sussiste appena si riscontri che uno dei termini del secondo mem- 
bro ha un significato, e serrirà perciò in tal caso a dare uno sviluppo di f{z) uP{n) . 
S'intende bene come queste osserrazioni possano riesci re utilissime nella teo- 
rica delle funzioni di una Tariabile complessa. 

T> 10 
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. + 



f(x.)i,'(x,)-4(x.)i»"(x, ) 



+^) 



^'(Kf 



H^^fcl 



e questa Tble qaalnnqae siano le fanzioni ^z) e ^{z)^ parche 
siano monodrome e continne, e esse o almeno il loro prodotto 
non direnga infinito nei punti X| , X^, , . ,X«; e continua a va- 
lere anche al limite quando si riscontri che uno dei suoi membri 
conserva un significato determinato. 

Neir ipotesi dunque che la funzione ^{z) soddisfi anche alla 
condizione ^'Q^) uQ^) — fJ<X„) ii"(X,)= 0, la formola precedente 
dà luogo alle due: 

(29) < * 

delle quali la seconda non può assicurarsi che sussista altro che 
quando si riscontra che uno dei due membri ha un significato 
determinato; e poiché si soddisfa alla condizione che si ha per 
^z) prendendo ^z) = ic{z) u {z\ ove ic(^ è una funzione che è 
monodroma al solito e continua, e la cui derivata è nulla nei 
punti Xj ,>^,..,X«;...si hanno anche le formolo seguenti: 
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la seconda delle quali sussiste soltanto quando si riscontri òhe 

uno dei suoi membri ha un significato determinato; e in queste 

l^ Tv sono i residui della funzione ff{z) ic(2r) U7'(^) nei suoi punti 

d^ infinito diversi da X, ,X^,..,Xn,.., e ff{z) e it(2r) sono funzioni 

dì z monodrome e continue che non divengono infinite in questi 

pnnti, e la seconda delle quali gode della proprietà che la sua 

derivata ic\z) è zero nei punti stessi X^^X^ ,..,Xn ,.., per modo 

che se u{z, è sempre finita entro Cm, o diviene infinita soltanto 

dì ordine 8uperiore al primo coi residui uguali a zero, indicando 

con x(^) ^^^ funzione sempre monodroma finita e continua, si 

potrà prendere t:\z) = x(^)^^)» ovvero z{z) = j yj^z) u{z) dz^ 

giacché V integrale / x(^) ^^) ^ ^ verrà ad essere monodromo 

e continuo, ec 

Prendendo ic(ir) = l, le formole precedenti danno luogo 
alle altre notevoli: 



[ 1 f y(^) u\ 



(2^VCh ^'(^^ 1 ' fw(Xn) 

nelle quali u{z) e '>f{z) sono funzioni di z monodrome e continue 
la prima delle quali ammette gli infinitesimi di piìm* ordine 

Xi , Xa , . . , Xh , . . ; le Yr sono i residui di -^ — ^r-- — nei suoi 

u\z) 

punti d^nfinito diversi da X^ , X^ , . . , che cadono entro Cn, e d» 
è una linea chiusa sulla quale non cadono infiniti della fun- 

ff(z) u\z) 

zione - — 57-T — . 
u\z) 

Formole analoghe si avrebbero facendo p^^^, 4 , . . nelle 

(24) e (25) (*) . 

(*} Facendo ona brere digrossione, mi permetto di notare che le formole troTate pos- 
sono riotdre utili anche per la ricerca della somma delle serie ; p< i :hè qoando è data ona 
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64. Ciò premesso, torniamo a considerare le serie del §. 60, 
supponendo appunto che in esse le quantità X^ , X^ , • . , X» , . . 
siano infiniti di prim^ ordine di una funzione u{z) monodroma 
e continua a distanza finita in campi che contengono i punti 

co 
aerie yfi%, dotermiiiAndo le fanzioni ff«)t^(c), e to(a) o «(a) in modo che il terraioe 

1 
che Agora nelle somme dei secondi membri delle fonnole stesse, o la rìanion« di alenai 
di qiesti termioi sia uguale a ^n * la questione della ricerea della somnift ddJe 

00 

serie y 9h si ridurrà a quella della determinazione del limite della dilTerenza che 

T 
figura nei primi membri, e questo in certi casi potrà presentare minori difficoltà. 

Ciò apparisce chiaro dai seguenti esempi!. 

\^s fi Alt ia ^ ftAit M^p 

\,^ Yogliasi la somma della serie 2 — » — r^i — * ove 7 ò reale o complesso 

j n' — 7 

senia essere però un numero intero, e a e dC sono numeri reali e posittri compresi 
fraOeW. 

Supponendo In primo luogo 7 dìTerso da zero, si osserverà che preso 

Beo ^M hkHXM 9f /a.) 

f (ff)= -^7^ r- , to(»)=cot TTs, «(■)=tg7r«, la somma dei due termini .. cb« 

senKaseoiu; 
corrispondono a >„=—» e )ii=»(n'^) dà appunto , ^ — ; e quindi, prendendo par 

C^ un rettangolo coi lati paralleli agli assi « e y simmetrico intomo air origine e 
che non passi pei ponti •=4:«^i e servendosi della prima delle (28; con osser- 
vare che in questo caso le quantità 7^ si riducono a quella che corrisponde a «==71 

sen a 7 een a 7 cot w 7 . ^ . , .^ 

e che è uguale a r— — , si troverà subito; 

27 

2* sen n a sen n gen a 7 sen » y cot w 7 • ,, / sen 5f % seu/rs cot »« . 

j —Ifi^ = 87 +"'"4'^V<j -(- .-y),.,ir. ^ 

ove r Integrale è esteso al rettangolo indicato; e quindi la nostra riceica sarà ridotta 
a quella del limite dell'integrale del secondo membro. 
Ma essendo: 

sen a a cos 7r s = — sen (ff — a)« -j. cos se a sen ir « , 

il medesimo integrale si riduce alla somma: 



/• sen ae s sen 7r — g) » /'sen « « cos a a 

(a-7)senira *^J n^f 



«. 



sen X a cos ^ a 
e poichò la funzione —^ diviene infioita entro il rettangolo soltanto ofi 

punto «=7 col residuo sen x 7 cos % 7, il secondo di questi integrali sarà aguale s 
2 7r f sen x 7 cos a 7; qoiodi sostituendo e riducendo si avrà: 

y sen na sen n X sen x 7 een (tt — a) 7 1 i Btnxn sen (n — «)a 

1 n«-7« 2 7"sèii7r7 *" i^ 7»'J 0^7) sen ir a 

Ora avendosi: 
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^n 1 ^ » • • 1^1 ••; e* ponendoci dapprima nel caso più generale 
della serie (15), cerchiamo di soddisfare alle condizioni che 
allora si hanno per le serie (19) e (22) e per la somma G„,f 
del loro primi n termini. 

2 sen a? t sen fn— a)« = cos [«"— {«+*^1 • + cos [r— (ac— «)] «, 
se poaìaiDO neir integrale ioTece dei seni e coseni le loro espressioni per esponen- 
liali , e osserTiamo che x^a non arriva a 27r, si vede subito che quando «;>« le 
porzioni dell' ultimo integrale che sono estese ai lati orizzontali tendono a zero col- 
r allontanarsi di questi lati dall'asse delle x, e quelle estese ai lati rerticali si man- 
tengono sempre finite e tendono a venire eguali e di segno contrario ; e questo porta 
intanto a concludere che se x<f a si ha : 

y sen n a sen n X sen x 7 sen (w — a) 7 

I n«— 7"^ 2 7 sen TT 7 * 

e questa formola , a causa della convergenza in uguale grado , e qnindi della conti- 
nuità della serie del primo membro, vale anche per a>^=x . 

Cangiando ora a? in a, e a in x si trova che per x^ a si ha: 

2^ sen n a sen n X sen a 7 sen (» — x) y 

\ n«— V»"", ^ 2 7 sen TT y ' 

e si conelode qnindi che la somma della serie data X — — per » <^ « 

. sen X 7 sen (n:~a)7 ^ sen a 7 sen (ti— a?) 7 j ^ v 1 ^ . 1 

e — — -^ — -, e per xj>x è quando 7 è reale complesso 

278enR^7 -- 2 7»en7r7 

essendo però diverso da zero e non intero, e a e x sono compresi fra e 7r ( e n 
evid. incl. ). 

Osservando poi che per 7 compreso fra — 1 e 1 ( 4; 1 esci. ) la serie data e 
le somme trovate^ considerate anche come funzioni di 7* sono finite e continne, si 

?i sen n « sen ^x ^- , , «('*' — *) 

vede subito che la sene 1 « - - — per a? < a è uguale a — -^— — , e per 



1 



x^ ce è ugnale a — -; , e cosi la somma della serie data resta determinata in 

^ 27r 

termini finiti per tutti i valori di 7 diversi dai numeri inteii ±1, +2,..; e questa 

somma ha una particolarità notevole, quale è quella di avere due espressioni analitiche 

distinte per gli indicati valori di x e di a . 

2.® Vogliasi la somma della serie £ . ^ per a; fra — tt e it 

1 /«senynff 

(in-esel.), ove le ),,,X,,.. sono le radici positive della equazione senTra— 7r«co8 7rip=0, 
le quali evidentemente coi crescere sempre più di n non sono numeri interi, ma ten- 
dono invece verso i numeri della forma — ~-. 

Tu 

bis 
Per servirsi ora della seconda delle (29) * s| prenderà uf»)=sen tra— tracosTrs, 

ii'ft) = 7r<ssen7ra, e poi si determinerà il ?(•) colla condizione che sia 

ro^ _ ^^ >*> ^ . talché basterà prendere y(a) == ««cos aa?, «(aì^— ?^°-^ 
«'(■>,i) Àwsen/HTT ^ 

per X diverso da zero, e f (a)=w« per a?=0 . 
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Ci serviremo per questo delle formole che abbiamo scritte 
sopra: 



(30) 



2 






Si «Fra eosl dalla forinola citata per x diverso da zero: 

y C08 \n ^ Y JL / 7r*»»enaggsen ff« 

1 Xn Ben Àn tt ~~ ^tt» ,/c^ a;( sen tt »-»co8 tt » j* 

quando si prenda per Cu per es. an rettangolo di col an Iato sia sali' asse delle f , 

qaello parallelo passi pel pnnto x=n^ e gli altri due siano a dìstann grande qnaaCo 

si Yuole dall'asse delle x, e s'intenda escluso con nn piccolo semicerchio il ponto s=0, 

perchè in esso la funzione sotto l'integrale dÌTiene infinita del terz' ordine eoo ra 

8 So;* 

residuo che si trova facilmente essere uguale a jr ^ ~ "h* ~~ * 

lu A ir 

Ora l'integrale esteso al lato che è sull'asse delle y è zero ideotfesoMoia 

perchè la funzione sotto il segno è dispari; quello esteso al semicerchio dirisa 

per 2ni è la metà del residuo preso col segno cambiato (perchè il semicerchio TÌeos 

percorso in senso inverso ) e quindi è aguale a - j^x i^\ gU integrali estesi ai 

4 TT SO 

lati orizzontali per x fra ~7r e ?r ( -J- tt esci. ) coU'alIoncanarsi sempre piti di qoeftt 
lati dall'asse delle x tendono a zero, e al tempo stesso T integrale esteso all'altro 
lato verticale su cui s=in-{-iì/^ si mantiene sempre finito; dunque sarà evidentemeute/ 

^ cosXwg 8»* ^8^ I ^*™ JL /* TT* » sen X < sen Tt « 

i ^^8en)LHW~~"rw 20 ^~^i^»2xj_^ (senK»— «cosir«)« ^' 



intendendo che nell'integrale del secondo membro sia s=:^-f« y. 

Ma eseguendo una integrazione per parti col prendere sensi per fattore finiti^ 
si vede subito che la quantità di coi deve cercarsi il limite equivale all'altra: 

w- r°° cosa?» j _n C^ cos a? (»-|-* y) iy 

2 J_oo «enTT»— TT^cosJTa ^ 2 J^oo cosh^ry ±«7r±»ffy:f»igh^y' 

ove deve prenderai il segno -|- o ~ secondochè » è pari o dispari; dunque poiché 
questa per n crescente all'infinito ha per limite zero, si concludo ora senz'altro che 
per SD diverso da zero e compreso fra — tt e ^ (^ttoscI.) la somma oereata della 
, S cos>Mie .8 0?* 8 
l>nMn>,»w 4 ir 20 
Se poi «=:0, allora prendendo ^(«) = 7r* ■, si trova: 

» 1 .. 1 I 7r*«*8en»rt 

V »^-^^-^— — — ^™ — ^ lini ;_^^ ■ »_^___^^_^„^^— ^— ti » 

^ >n sen /„ 7R "~ SfftJJj fsen n »— «- « costm}» 
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che danno il modo di esaminare la somma dei primi n termmi 

00 

della serie ^ e» f (X^) , e questa serie stessa, o le due formate 

dalle parti reali e dai coefficienti dell' immaginario dei singoli 
termini; e profittando della tanta arbitrarietà che si ha in (f{z) , 
e limitandoci a scrivere le formole relative alla serie (19), 
giacché per passare poi a quelle relative alla (22) basterà 

porre invece di / ¥{a'\-t)Es{£f ,a+t)dt il valore corrisponden- 

te fc.(jer) |E:,(«r,a+0 — K,(i0r,a)j, procureremo di ridurre il 
secondo membro della seconda di queste formole (30) alla parte: 



Jo 






della espressione (19) , coir ammettere però che le funzioni 

— , ^,^ . ^- *®^ che de- 

vono considerarsi siano funzioni di z monodrome e continue 
ove lo è w{z\ e non divengano infinite né complesse nei punti 

Per questo, gioverà evidentemente di prendere: 



'f^ 



e OBservando che il residuo per «=0 della funzione sotto 1 integrale è j^ tt , e pro- 
cedendo come nel caso precedente, si trova che la somma delle serie Z ^ geii)^7r 

è _ 1 jr, talché si può dire che per x fra — tt e ir (+ w esci.) si ha sempre la 
formola: 

qotndo le qoautìtò ^i .>«,.., Xn » •• »o°o *« ^^^^ '®**^ « positive della equazione 
KùTta — rr » CO» :r « = . 



1 r>o 

ove le 9|(^) , ^j^z) , . . , ^m{z) sono m funzioni di z da deiermi^ 
narsì, monodrome e continue come w{z)^ che possono anche 
essere tutte eguali fra loro , e anche esseie tutte costanti; e 
oltre non divenire infinite nei punti X| , X^ , . . , X,» , . . , devono 
esser tali che la funzione ^{z) non divenga infinitesima in 
questi punti) o almeno vi deve essere una classe di un numero 
infinito dei punti stessi che non sono infinitesimi di ^{z} per 
nessuno dei valori di a e di ^ che occorre di considerare. 

Ora con questo valore di rf{z) la prima delle formole (30) 
diviene : 



l r fn ni 

(^1) 9^ / <^y^y 1>.(^)H.(2r,a) / F(a 



n m rt 

1 *" i •'o j 

ove le Ti 1 T«f 1 T« sono i residui della funzione sotto il segno 

integrale corrispondenti ai punti d^nfinito diversi da \^,.,^ 
(se ve ne sono) che cadono entro Gn; e quindi, separando in 
questa equazione la parte reale dalla parte immaginaria, 9* in- 
tende subito che se avverrà che per a compi-eso fra certi na- 
merì a e 6 dati o da determinarsi convenientemente, e per i 
diverso da zero e compreso fra e b — a (6— a al più esci, per 
) la parte reale della quantità: 



1 /• m rt w, 

(32) 2^. / ic{z)dz^^lz)B^{z,a) / P(a+OH^^,a+0<?^- ^Tr 

abbia un limite determinato e finito yip-J) che come funzione 
di ^ fra gli stessi limiti 0, e &^~a (0 esci, ec.) è una funzione 

finita e continua che ammette una derivata parziale r-^ finita 

ot 

e atta alla integp*azione da a h — a, e se lo stesso accadrà 
per t compreso fra a — a e (0 esci, ec), allora indicando in 
generale col simbolo [a]^ la parte reale della quantità a, si 
avrà la formola seguente: 
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•^^ 11' ® •/o 

che varrà per t diverso da zero e compreso fra e b — a 
o fra a — a e (gli estremi ±(6 — a) al più esci, per 
a=a o a=fc), e intendendo che in x(^i±0) debba prendersi 
il segno + o il segno — secondochè t è positivo o negativo ; 

e in queste formole r— potrà anche essere discontinua o infi- 

nita per ^=0. 

Di qiiì apparisce che se la funzione x(**i^) sarà disconti- 
nua per ^=0 per modo che x(a» +0) e x(«» — 0) siano diverse 
da zero e siano uguali e di segno contrario e indipendenti 
da a, rimarrà intanto soddisfatta la condizione relativa alla 
convergenza e alla somma della serie (19) quando si prenda 

^{t ,a,hf^) = — ^,Pn,» = lCn ^,Q^ ) Jo, e conseguentemente 

GK=x(a,+0). ^ ^ 

Colle notazioni precedenti poi si verrà ad avere: 

^dt + 2, 2* C^' ?'('^^)] H. (X. , a) j F(a-f H.(X. ,a-{-t)dt = 



n IH 



1" 1 



^ = <f (t , a -, K) = - ^^f + 2^ 2. ["' f' 0^')]o H. (X, , a) H. (X, , a+0 F (a+t) = 






-i-r / «•(«) <i 2 y 7. (2) H. (2,a) / F{a t) E,{z , a+<)rf< — 2 Tfr ( ; 



e se e, è un numero positivo piccolissimo, per t compreso 
£ra a — a e — e| e fra S| e b — a ( a=a o a^=i al più esci. ) 
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questa quantità ^ ** , o ( il che è lo stesso) la derivata rispetto 

a t della parte reale della espressione (32), dovrà restare na- 
merìcameiite inferiore a an nnmero finito qualunque BÌa n; e 
quando queste condizioni siano soddisfatte, allora per concludere 
che lo sviluppo (15) è applicabile alla funzione f{x) nei soliti 

casi basterà vedere se la somma Q^u o la sua derivata ^ y 

é 

per t fra — s e e soddisfa alle solite condizioni dei para^^rafi 

precedenti; e in particolare quando (limitandosi a coasiderare 

f{x) nei punti oc negli intomi dei quali essa non fa infinite 

oscillazioni o ha una derivata che resta atta alla integrazione 

anche ridotta ai valori assoluti) si richiederà soltanto che Gr«,/ 

debba essere sempre finito fra — e e e, allora basterà verificare 

questo per la solita parte reale della espressione (32). 

E se avverrà che per un numero finito di valori di t fra 

a — a e — e« o fra 6| e b — a non sia soddisfatta la condizione 

che — r~- resti numericamente inferiore a un numero finito 
e t 

qualunque sia n, o si sarà incerti, allora bisognerà che la fun- 
zione f{x) sia tale che l'integrale del prodotto /(a-[-^) ""TT^i 

o quello del prodotto di /(a-j-0 V^^ '^ derivata rispetto a t 
della parte reale della espressione (32), esteso a intomi suffi- 
cientemente piccoli degli stefcisi punti la cui ampiezza non 
dipenda da n, sia numericamente inferiore a quel numero che 
pid ci piace qualunque sia n, e ciò anche riducendo il prodotto 
medesimo ai suoi valori assoluti (§. 57); e quando questa condizione 
si trovi soddisfatta non occorrerà fare le altre verificazioni su 
^n^t pei valori eccezionali di t ora indicati. 

Gli stessi risultati si hanno se, invece che per la parte 
reale della espressione (32), le condizioni qui indicate si verifi- 
cano pel coefficiente deir immaginario, intendendo però allora 
che il simbolo [aj^ indichi il coefficiente delPimmaginario di a; 
quindi si ha così un teorema generale che^ sebbene di un enan- 
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ci&ÌK> assai complicato per le varie condizioni che porta, e per 

\sL generalità che voglio ancora conservare, mi sembra però di 

XEioli^a importanza, come apparirà chiaro anche dalPapplicazioni 

che poi ne farò; e qaesto teorema è il seguente: , Se pei 

V calori di x in un conveniente intervallo dato o da deter- 

9 xiiinar8Ì(a , 6) le m funzioni H^ {z ^x)^ H^ (2;, a'),.. , Bimiz ,x) 

9 sono anche funzioni monodrome e continue della varcabile 

a complessa z in campi che contengono i punti indici delle 

9 quantità reali o complesse X|,X^ ,..,Xm,. . , nei quali punti 

9 le funzioni stesse H^ ,H2,..,Hm hanno valori reali; e se queste 

, quantità X| , X^ ,.. , Xm,.« sono date come infiniti o parte degli 

3P infiniti di prim'ordine di una funzione pur monodroma e con- 

9 tinua negli stessi campi w{z\ o come radici parte delle 

- radici della equazione trascendente — r-r =0, o almeno sono 

^ w(z) ' 

3P quantità tali che con esse, sole o insieme ad altre, si possa 

„ costruire una tal funzione to{z) che le abbia per infiniti di 

„ prim' ordine; allora, una funzione f{x) della variabile a?, data 

, arbitrariamente neiriutervallo (a , b) potrà svilupparsi nei 

, soliti casi pei punti a di questo intervallo in serie della 

9 forma: 

1 r^ 

(33) 2g/ ^''^^^^"'''''''*^^'^'' + 

, con 

'b 
(34) P«,. =pn,.l f(,x) F{x) E. %,x) dx, 



r 

•'a 



, essendo G e pn,$ costanti determinate, e F(x) ana funzione 
, reale e conveniente di x; e ciò tutte le volte che riescano 
, soddisfatte le condizioni seguenti: 



« 
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1.^ aChe si possano trovare m funzioni di z f i('2^)i7i(2^),.»»^m(-) 
tali che la funzione : 

M rt 

? W = 2 ?.(^) H.(^ , a) / F(a+0 E^z , a+0 d^ t 
1 «^0 

I, risulti monodroma e continua nei soliti campi suindicati, e 

, che al tempo stesso indicando con Ti i Ts » • • T» i • • i residui 

a della funzione tf{z)io{2) nei suoi punti dMnfinito Vi^Vs^^Vm ,.. 

9 diversi da X^ , X^ ,..,X||, .., e descrìvendo una linea chiusa C» 

9 entro gli stessi campi che non passi per alcun punto d*infinito 

9 della medesima funzione f{z) t€{2) ma contenga nel suo interno 

« i punti X| , Xj , . . , Xm e tutt^ al più anche gli altri punti 

» ^1 1 ^2 1 • • f ^M 1 si trovi che la parte reale ( o il coefficiente 

„ deir imiAaginario ) della quantità : 

(35) 2^. / f{z) ir{z) dz - ^ Tr = 

1 r wt rt ntn 

= 2'^ I ^^) ^^2 f(^)H*(^'«) / F(a+0H,(2r,a-f Ocf^— 2 > 

9 pei valori di t compresi nei soliti intervalli ( a — a , — ^^ ) , 
„ (e, , b — a) abbia una derivata il cui valore assoluto è infe- 
, riore a un certo numero finito, qualunque sia 1' ampiezza 
della linea Cm; e di più , col crescere indefinito di C» la 
parte reale (o il coefficiente deirimmaginario) della quantità 
stessa (85) pei valori di a fra a e 6 (a e ò al più esci.) e 
pei valori di t fra a — a e b — a abbia per limite una fun- 
zione x(^iO ^^^1 ^'tre essere finita e continua per tutti i 
valori di t fuorché per ^^=0, ammetta pei valori di t diversi 

da zero una derivata determinata ~ finita e attp alla inte- 

grazione fra e 6-s-a e fra a — a e 0, e sia tale altresì che le 

due quantità x(°^i+*0)iX(°^' '~^) s'aito diverse da zero uguali 
e di segno contrario e indipendenti da a. 



9 
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2.^ „ che pei valori di t fra — « e s la quantità che ora 
oorrisponde alla Gn,/: 

f 1^ ore 8^ intende che il secondo termine sia la parte reale ( o 

9 il coefficiente delP immaginario ) de) termine stesso ], o la 

m derivata di qnesta quantità, soddisfino alle solite condizioni 

V dei paragrafi precedenti pel valore a che si considera; e nel 

w caso particolare in cui ( considerando la funzione f{x) sol- 

9 tanto nei punti a nei cui intorni non fa infinite oscillazioni 

9 o ammette una derivata che resta atta alla integrazione anche 

9 ridotta ai suoi valori assoluti ) ci si limiti a richiedere che 

„ fra — 6 e e Qmt debba restar sempre numericamente inferiore 

, a un numero finito, allora basterà che questa condizione si 

, trovi soddisfatta per la parte reale ( o per il coefficiente 

, delP immaginario ) della solita espressione (35) « . 

E se avverrà che per un numero finito di valori di t 
fra a — a e — s^ o fra b^ e b — a la derivata rispetto a t della 
espressione (35) non sia numericamente inferiore a un certo 
numero finito qualunque sia ^ampiezza di Gn, o si sia incerti, 
allora bisognerà che il prodotto di questa derivata per /(a-f ^ 

Taltro f{(f--\-i) ^^^ soddisfi alla condizione indicata sopra 

V t 

(§• ^'^)y ^ 1^ ^^ ^^^ P^^ questi valori eccezionali di t non sarà 
neppure necessario di fare le altre verificazioni. 

Le indicate verificazioni poi, anziché sulla parte reale o sul 
coefficiente dell' immaginario della espressione (35) o sui loro 
limiti, potranno farsi talvolta con maggiore facilità sulle parti 
corrispondenti della somma o delle serie che loro corrisppn- 
dono secondo le formole precedenti. Ordinariamente poi la 
derivata della espressione (35), oltre che sotto la forma : 

n m 

2 2 ^r ?. (Xr) H,(X, , a) H, (X, , a-f F(a+0, 
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che risulta dalla (31), potrà porsi anche sotto P altra: 



2 






e le yeriiicaz'oni relative potranno farsi sulla parte reale o sul 
coefficiente deir immaginario nelP una o nelF altra di queste 
espressioni; e quando in un modo o in un altro le indicate 
verificazioni siano state fatte, allora potrà dirsi che nella 
serie (15) si ha: 

(p(^a,Ao)=— j^ , PH,.= [cH?t(Xn)]o iG=x(«»+0), 



¥f 



,a,A.)=-^J^+[^.^^^f(.)tK.).d^ 



fi 
n m 



^ggj, + 2. 2. t^^ ^•(^)3o H. (X,, a) H. (X, , a+0 F(a+0 



1 1 



n m z*^ 

-X(aiO+ 2, 2 [ ^r y. (Xr) ]o H. (V , a) / F(a+0 H,(X, , a+0* 

ove Ci,(?2 , • . , Cn,.., sono i residui di w{z) nei punti d'infinito 
^i»X2,..,Xw,..; in x(«»±0) deve prendersi il segno + o il se- 
gno — secondochè nella formola iM è positivo o negativo; e 
i simboli [ \ indicano, secondo i casi, la parte reale o il coef- 
ficiente deir immaginario della quantità entro la parentesi. 

Ordinariamente poi potranno invertirsi le integrazioni rela- 
tive a ^ e a 2r, e talvolta facendo questa inversione i calcoli 
potranno ridursi più semplici. 

65. Merita inoltre di essere notato che , in forza delle 
nostre ipotesi e della equazione (31), se si troverà che i pro- 
dotti Ct ^8 (Xr) sono reali ( o puramente immaginarii)^altrettanto 
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dovrà accadere della espressione (35) e della funzione y{a , ^) , e 
quindi le yerificazioni potranno farsi senz^ altro sulla espres^ 
sione stessa e snlla sua derivata ec. (o su queste quantità divise 
per { ); V immaginario venendo a sparire di suo a calcoli ese- 
guiti . 

Se poi, senza stare a distinguere la parte reale dalla 
immaginaria nella espressione (85) e nella sua derivata, trove- 
remo che si verificano pei moduli le particolarità che sopra si 
cYiiedevano pei valori assoluti delle parti reali (o dei coefficienti 
dell^immagìnario ); e oltre a ciò troveremo che per n=oo la 
intiera espressione (35) ha un limite determinato e finito (reale 
o complesso); e indicato ancora questo limite con )r(a,f), esso 
gode delle proprietà dette sopra, o anche, senza soddisfare alla 

condizione x(^i"l"0) = — x(*i — 0)» ^ ^^ ^^® ^^^^ diverse 
da zero e eguali e di segno contrario le parti reali di yj^a , -f 0) 
e x(^9 — 0)i ^ 1^ ^^^^ '® parti immaginarie; allora le condi- 
zioni del teorema rimarranno tutte verificate di per sé sulle 
formole che si ottengono prendendo soltanto la parte reale 
delle quantità che vi figurano, o prendendo soltanto i coefficienti 
delle parti immaginarie; talché lo sviluppo (33) sarà certamente 
applicabile . 

È per questo appunto che, senza distinguere nelle nostre 
formole la parte reale dalla parte immaginaria^ le verifica- 
zioni verranno fatte da noi sulla intiera espressione (35) o sulla 
sua derivata; colP avvertenza soltanto che quando si trovi che 
qualche condizione non è soddisfatta e i coefficienti Cr^%^) 
sono complessi, allora converrà passare a considerare separa- 
tamente le parti reali o le parti immaginarie, potendo darsi 
per es. che Tindeterminazione nel limite della espressione (35) 
provenga dalla parte immaginaria e non dalla parte reale, ec. 
Giova però avvertire che se nel fare queste verificazioni 
sulla intiera espressione (35) si troverà che la sola condizione 
non soddisfatta è quella' relativa alle parti reali o immaginarie di 
X(a , +0) e x(a,— 0),e si avrà x(a»+0)=P'+»v,x(a,— O)=p+fo, 
senza che sia né [i= — p , né v= — o; allora fatta eccezione sol- 
tanto pel caso in cui si avesse pv — (jlo=0, potremo sempre 
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determinare infiniti numeri reali p e j pei quali si abbia 
^p — vq = — (pp — 0}), ovvero (ji+p) p — (v-f-a) ?==0, senza 
che |ip — yq sia uguale allo zero; e quindi se alle funzioni f«(^) 
sostituiremo le altre (p-f^'9)?*(^) rimarrà soddisfatta anche la 
condizione che dapprima non trovavasi verificata. 

66. Aggiungiamo ora che, come notammo sopra, le fnn* 
zioni fi('?),72(^)v7m(^) non possono divenire infinitesime in 
ciascuno dei punti X| , X^ , . . Xm , . . ; ma questa condizione (cui 
pure talvolta gioverà dì tenere mente nel fare la determinazione 
delle funzioni stesse ) sarà soddisfatta di per sé quando lo sa- 
ranno le altre condizioni poste sopra. E quando, come ordi- 
nariamente accade, i punti X^ , X^ , . . , X,| , . . sono tutti da una 
stessa parte di uno degli assi a; e y, per es. a destra di quello 
delle y, allora potrà prendersi per linea Gm una linea che sia 
anch^essa tutta a destra di questuasse, come ad es. Tasse delle jr 
e una mezza circonferenza col centro alP origine, o un rettan- 
golo di cui un lato sia sulTasse delle y, quando però non vi 
siano punti dMnfiuito di ff{z)tc{z) su) questuasse, o altrimenti 
escludendo questi punti con piccoli semicerchi, ec. . . In questi 



'/ 



casi poi rintegrale / fp(z) w{z) d z esteso ad alcune porzioni di 

Gn potrà talvolta essere zero identicamente, o tendere a zero 
al crescere indefinito di Gn, e allora questa parte potrà trala- 
sciarsi senz'altro; e così per es. se Passe delle y farà parte di 
Gm e la funzione ^{iz)w{z^ cambierà soltanto di segno al mutare 
di z in — 2?, o almeno questo avverrà sull'asse delle y, allora 

neir integrale / ^{£) w{z)d z potrà tralasciarsi la parte estesa al- 

Passe delle y, poiché essa sarà zero identicamente, ec. 

67. Lo studio della differenza ^r— . / f{z) wiz) dz — y Yn 

"^^JCn 1 

ove G'néP intiera linea Gm o quella parte di essa che, secondo 

quanto abbiamo detto, basterà di considerare, presenterà spesso 

00 

difficoltà assai gravi. Giova però notare che se la serie V > 

1 



tarsi a 
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si ridurrà a un numero finito di termini o si saprà che è 
convergente, allora nel cercare per es. il limite della indicata 
differenza ( o delle sue parti reali o immaginarie), basterà limi- 

considerare l'integrale ^~-. I ^{z)ic{z)d2; e se il prodot- 

to ^iz)io{z) quando il modulo di z sia sufficientemente grande 
si potrà porre sotto la forma P(a , ^ , J) -|- A(a , < , z), ove per 
ae t compresi fra i soliti limiti (dati o da determinarsi) P(a,^, j?) 
è sempre raonodroma e continua entro le curve C„ e diviene 
infinita in un numero limitato o illimitato di punti a^ ^a^^ . , 
coi residui b^ ^b^, . . che in generale dipenderanno da a e 

da <, mentre A(a,f ,z) è tale che l'integrale / A{aL,t,z)dz 

al crescere indefinito di Gn abbia per limite zero o una quan- 
tità conosciuta À^a,^), allora la quantità da considerarsi si 
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ridurrà all'altra ^. / P(a,^2)dz+ ^^^ - 2 7,, 

basterà vedere se il limite di questa (0 della sua parte reale 
del coefficiente dell' immaginario ) darà una funzione y(p. , t) 
che soddisfa alle condizioni generali poste sopra. 

Nel caso poi che C n sia l'intiera linea Cn e non vi siano su 

1 r 

essa punti d'infinito di P(a,<, z\ all'integrale^r— / P(a , < , 2) dz 

potremo sostituire senz' altro la somma £ b^ dei residui di 
P((x,^,z); mentre se G'n è soltanto una parte di Cn ed è 
percorsa nel senso diretto, formando con questa parte G'm e 
con un altra linea G"n un contorno chiuso che non passi 
mai per alcuno dei punti ^1,03,.., e che potrà anche essere 
la intera linea primitiva Gn , noi potremo sostituire all' inte- 
grale p— . j P(a yt ^2)dz la somma S òr dei residui , con più 
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1 c 

V integrale ^— : / P(a,<,2)dz esteso alla linea aggiunta G"« 

percorsa conrenientemente. 

Rispetto poi air integrale / A(a ^i ^i)à% farò osservare 

che quando C n sarà una porzione di cerchio di raggio p, 

allora, avendosi su C'« 2=pe ,d2=ztd9, e l'integrazione 
rispetto a Tenendo a farsi fra limiti finiti, l'integrale stesso 
al crescere indefinito di C n verrà ad avere per limite zero tutte 
le volte che su C'm la funzione z A(a , ^ , z) finisce per avere un 
modulo sempre inferiore a un numero arbitrariamente piccolo 
in tutti i punti di C'n, o fatta tutt' al più eccezione per un 
numero finito di punti nei cui intorni però il detto modulo 
resta ancora finito, ec. 

Queste osservazioni ed altre simili che caso per caso si 
presenteranno spesso spontaneamente, potranno tornare utili 
anche per gli altri studi che dovremo fare sulla differenza 

^r— . f y(2) tt^(z) dz — ^ Tr p©r applicare il teorema enunciato 

sopra . 

68. Ma la difficoltà più grave per T applicazione del teo- 
rema del §. 64. proverrà di solito dalla ricerca che sarebbe da 
farsi delle funzioni ^^(z) , 9^(2) , . . , ^J^z\ 

In certi casi però queste funzioni si trovano subito; e 
d'altronde, poichò il più spesso invece degli sviluppi (15) si 
hanno da considerare quelli più particolari (16) , la indicata 
difficoltà nei casi ordinarii viene a sparire di per sé; perchè 
essendo dati allora anticipatamente i coefficienti j7Mf« e alle serie 
(19) o (22) venendo a sostituirsi le (20) o (23) nelle quali tutto è 
già conosciuto, si vede subito come debbano essere scelte le 
funzioni ^^z) , ^4<z) , . . , ^m{z) , o la funzione f («) che compa- 

1 C 
risce nell'integrale x— . / ff{z)w{^àz. 
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Xn questo caso infatti, per potere applicare le forinole (30) 

conviene ridurre la serie \ ^^^(Xh), o V altra V #7pr ove 

f<(ar) è r inversa di U7(2), alle forme (20) o (23); dunque, limi- 
tandosi al caso della serie (20), evidentemente la funzione rf{z) 
dovrà ora determinarsi colla formola: 



H.(M / F(a+0 H.(* , a^4)dt 



1 I ^r..r.a. ^^ j^ 






ove la ir|( a , ^ , j ) è una funzione monodroma di m che si 
annulla nei punti X^ , X^ , • • , An , . . ma che del resto è ar- 
bitraria, e quindi può anche prendersi uguale a zero senz^ al- 
tro, o in quel modo che più tornerà adatto pei calcoli da 
farsi; giacché (come anche del resto potrebbe vedersi diret- 
tamente), non venendo essa a figurare nel secondo membro 
della formola (20), non può alterare il valore del primo 
membro . 

Così facendo la prima delle (30) ci darà la formola: 

H, (V,a) / F(a-h t) H.(X, , a+0 d t 



\ C tnn n m 





é* 

1 1 



/ F(0 H.2(X, , 
Ja 



t)dt 



ove ffiz) è data dalle formole precedenti, e le fr sono i residui 
di (f{z) to{z) nei punti d^nfinito entro Cm diversi da X| , X^ , . . . , 
X«,.., talché evidentemente la questione della possibilità o nò 
di rappresentare la funzione f{x) data fra a e i con una 
serie come la (16) viene ridotta alP esame della differenza 

1 r ^* 

Ti — ". / 9(^) '^{^) dz — ^ Tr la quale ora contiene l'immaginario 
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soltanto apparentemente ( perchè il secondo membro della 
fonnola precedente è reale ) ; e per a compreso fra a e h 

questa differenza deve avere per limite ^ quando t è diverso 

1 . 

da zero e compreso fra e 6 — a, e — ^ quando t è pure di- 
verso da zero e compreso fra a — a e (gli estremi ±(é — a) 
al più esci, per a=a o a=b); e per questa differenza si do- 
vranno avere inoltre le varie particolarità che si richiedevano 
nel caso precedente, intendendo però ora che la quantità allora 

indicata con y(a , t) debba essere per t positivo e — o P^^ 

t negativo. 

In questo caso particolare dunque il teorema del §. 64. 

prende P enunciato più semplice seguente: , Posti gli stessi 
, dati che nel tecrema del §. 64. con più la condizione che 
, quando non è al tempo stesso s=4 , n=p si abbia : 



/ F{x) H.(X, , 



(37) / F{x) H.(X« , X) Et(kn ,x)dx = 0, 

, si può assicurare che una funzione di una variabile reale ^ 
„ data arbitrariamente fra a e 6 si svilupperà nei soliti casi 
9 secondo la serie: 

00 

(38) 2 j 3«»i ^iC^" ' ^) + ?"'« H2(Xn , a) + . . . -f- y„ „„ H« (X», a) j t 



, ove: 



(39) 3n , • 



J a 



h 
x) Y{x) BJO^n , x) dx 



jFix) H AXn , 
•/a 



x)dx 



9 



tutte le volte che ponendo: 
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* / F(0 H.«(ir , d ^ 

•/a 

9 questa funzione <f(2?) pei valori di a e di ^ che si conside- 
« rane risulta una funzione monodroma e continua di z entro 
, i soliti campi Cn tale che la differenza: 

C40) 1, / ^{z) w(z) dz - 2 Tr 

, per a compreso fra a e ò (a e 6 al più esci.) al crescere in- 
a definito di C^ abbia per limite ^ quando ^ è fra e b — a, 

, e — ^ quando t è fra a — a e (0 sempre esci.); e di più 
Ci 

, per ogni valore di » e pei valori di t compresi nei soliti 

, intervalli da a — a a — e, e da e^ a h — a la stessa differenza 

, abbia una derivata rispetto a t sempre inferiore a un numero 

, finito, e similmente pei valori di t compresi fra — e e e la 

, differenza medesima abbia un valore numericamente inferiore 

9 a un numero finito, o soddisfi alle solite condizioni dei pa- 

, ragrafi precedenti „, 

Al solito poi se la derivata rispetto a t della espressione 
(40) per un numero finito di valori di t negli intervalli da 
a — a a — e| e da e, a b — a non si manterrà sempre nume- 
ricamente inferiore a un numero finito ò si sarà incerti, il 
prodotto di essa per f{cL-\-t) negli intorni degli stessi punti 
dovrà soddisfare alla coudizione d^ integrabilità che si aveva 
negli stessi casi per f{cf.-\-t) G„,< nei paragrafi precedenti; e 
allora per questi valori eccezionali di t non occorrerà fare le 
altre verificazioni sulla differenza (40). 

Né si deve dimenticare che in queste formole la funzione 
T,^[fj.jiyZ) potrà, come fu detto sopra, essere presa uguale a zero, 
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o anche in quelPaltro modo qualsiasi che più renderà agevole 
r esame della indicata differenza (40), con che però essa si an- 
nulli nei punti X| ,X2 , . . , Xn , • • ; e sia monodroma e contiaaa 
entro Cn. Al variare poi di questa funzione ^|(a,f,2r) rane- 
ranno naturalmente, come (p(2\ anche le quantità 7r che sono i 
residui di rp{z)w{z) nei punti d^infinito diversi da a^ «X^v-t ^ r-; 
e in ogni caso per V esame de la differenza (40) potranno gio- 
vare le considerazioni del paragrafo precedente . 

69. Se invece delle (30) si usano le altre formole simili 
che ahhiamo date nel §. 63, si trovano dei teoremi analoghi 
a quelli dei paragrafi precedenti che in certi casi possono 
servire meglio di questi per esaminare se sia possibile svilup- 
pare la solita funzione f[x) secondo le serie (15) o (16). 

Limitiamoci infatti a considerare il caso più comune della 
serie (16), e ricordiamo che nel §. 63. si trovò la formola: 

ove tf{z) , w(z) , ti{z) e Yr hanno i soliti significati generali del 
§. 63 stesso , e la funzione '^z) è anch' essa monodroma e 
continua entro Cm, e oltre a ciò soddisfa alla condizione 
t|>'(Xn) tt'(Xi,) — ^(XH)w"(Xn)=0 per modo che può prendersi sempre 
4K^) = ic(2f) u'(z) ove i:{z) è monodroma e continua entro C» e 
la sua derivata si annulla nei punti X^yX^, . . ,Xh , . • ; e se vor- 
remo servirci di questa formola per studiare la serie (20) e 
la sonmia dei suoi primi n termini, converrà potere determina- 
re ff{z) e à(0) in modo che si abbia: 






m 

1 



H.(X« , a) / F(a4-<) E.(kn,(i-{-t) dt 

Jo 



fm H.«(x. , 



t)dt 



con: 



^'M uXK) - «KM u"(M ^ 0. 
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Per questo basterà che sia: 



B.{z , «) / F(a+0 E.{z , a+0 d t 



* ^{z) ¥{t)E,\z,t)dt 



f (X„iu'(X«) - i<X,) tt"(X„) = 0, 

o^e ir|(a,f,0) deve essa pure essere monodroma e continua entro 
Gm e annullarsi nei punti X| , X^,.*)^»! • •; dunque se questa fun- 
zione7r|(^,a,f) potrà determinarsi insieme a ^{z) in modo che ff{si) 
sìa finita entro Cn^ o che nei punti d^nfinito che essa yi avesse i 
residui corrispondenti siano uguali a zero, allora siccome la fun- 
zione ff{z) verrà ad essere monodroma tntro Cu, si potrà assicu- 
rare- che si ha la formola : 

r fWn n m M 

^" 111 Fit)E,\\r,t)dt 

ove nel primo membro P immaginario non sarà che apparente 
perchè il secondo è reale; talché si conclude ora senz* altro che 
^ Po'iti i dati del paragrafo precedente, la funzione f[x) data fra 
, a e i sarà sviluppabile nei soliti casi in serie della forma: 

2 f ?t.,i H| (X« , a) + qn,i Hi( >^,a) + . . . f jn,m Hm(X„ , aj , 



ove: 



I f[x)F{x)n,{K,x)dx 



?ni« = 



I F{x)B,^{\n,^)dx 
, tutte U volte che: 
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1.® indicata con ^{z) nna funzione monodroma e continua 
, entro C» per la quale si abbia ^'(X„) m'(>w^)— '(|>(Xn) w'(X„)=^Ot 
, e con TCj(a,^,2:) nna funzione pur monodroma e continua 
, entro Cn che sì annulli nei punti X,,X2,Xn,.., si possano deter- 
9 minare queste funzioni in modo che la espressione: 



m 



\, {z,a) F(a 

Jo 



B, {z,a) F(a+0 H. {z , a+0 d t 



(41) 2 h "'(^)* "'"^'^* ' ^ ' "^^^ 






^ <K^) / F(0 H,2 (^ , rf ^ 



, resti sempre finita entro Cn o abbia i suoi infiniti di ordine 
, superiore al primo e coi residui tutti uguali a zero; 

2.® , che determinata una funzione <p(^) (che allora sarà 
, pur monodroma e continua entro C„) che abbia per derivata 
, la espressione (41), si trovi che la differenza: 

9 al crescere indefinito diCn pei valori diafraae&(ae6 
9 al più esci.) ha per limite ^ quando t è diverso da zero e 

, compreso fra e 6 — a e — x quando t è pur diverso da zero 

, e compreso fra a — a e 0; e di più si trovi che per ogni 
, valore di n e pei valori di t nei soliti intervalli (a — a , — ^e^), 
, (e| , b — a) la stessa differenza ha una derivata rispetto a i 
„ numericamente inferiore a un numero finito, e pei valori di t 
, compresi fra — e e s questa differenza è sempre numericamente 
9 inferiore a un numero finito, o soddisfa alle altre condizioni 
„ dei paragrafi precedenti „. 

Al solito poi se la derivata rispetto a t della espressione 
(42) non soddisfarà alla condizione di esser sempre numerica- 
mente inferiore a un numero finito negli intervalli (a— a, — s^) , 




# 
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(sj , h — a), o si sarà incerti, allora il prodotto di questa derivata 
per /'(<3t+<) negli intorni dei ponti di eccezione, supposti in 
numero finito , dovrà soddisfare alla condizione stessa che nei 
casi simili si aveva pel prodotto /"(a-f ^»>?< ^^i paragrafi pre- 
cedenti ; e non vi sarà bisogno di verificare se per questi 
valori di t le altre condizioni sono soddisfatte. 

E si può notare che spesso vi rimarrà molta arbitrarietà 
per le funzioni ^{z) e 7c^{i^t^z)\ e di questa arbitrarietà po- 
tremo giovarci per rendere piti semplice la determinazione di 

1 r '^- 

^{js\ o Tesarne della diflferenza ^r— . / cp(:) ^[z) w\sf) dz — S Yr, pel 

quale esame potranno tornare utili anche le considerazioni 
del §. 67. 

Inoltre si deve notare che quando il teorema ora dimo- 
strato, o gli altri analoghi che si potrebbero ottenere valendosi 
delle altre formole del §. 63, ci conducono a concludere che gli 
sviluppi sotto la forma (15) o (16) sono possibili, anche i teo- 
remi dei paragrafi precedenti ci condurrebbero evidentemente a 
concludere altrettanto, ma in certi casi potrebbero essere di una 
applicazione più difficile. 

70. È ora utile l'osservare che se cercando i limiti delle 

espressioni (40) o (42) , invece di trovare ^ quanto t è positi- 

vo e — — quando i è negativo, si trovasse per limite una 

funzione di t che per t positivo è ugualf* a ^^ + Xi(*»Ó ® P®r t 

ti 

negativo è uguale a — o + Xi(^ 1 ^ ove Xi(^ » ^ finita e 

Ci 

continua, si annulla con ^, e anmiette una derivata che è determi- 
nata e finita rispetto a i per ogni valore di a fra a e 6 (a e ò al 
più esci.) e per ogni valore di t fra a — a e h — a, tranne tutt'al 
più pei soliti valori eccezionali di t in numero finito negV in- 
torni dei quali però T integrale / /(a-|-Q 4*^^ ^ piccolo a 
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piacere anche riduceudo f{cL-\-t) -^ ai suoi valori assoluti; ai- 
ut 



lora non saranno applicabili i teoremi dei due paragrafi 
cedenti, e non si avrà precisamente lo sviluppo (38), ma 
evidentemente applicabile il teorema del §. 64; e invece dello 
sviluppo (38) se ne avrà un altro che differisce da questo per 

raggiunta del termine — / f{x) [^]dx , ove { -rr ) indica 

ciò che diviene -^ cambiandovi t in x — a, per modo cioè che 
si ha lo sviluppo: 



Ja 



ove le jmt sono date ancora dalla (39). 

71. E inoltre degno di nota che quando il teorema del 
§. 64. à applicabile, colle notazioni in esso usate si ha la for* 
mola : 






ove i è diverso da zero e compreso fra e h — a o fra a — a 
e (a==a, e a=6 al più esci. ) . 

Invece quando saranno applicabili i teoremi dei §§. 68 
69, avremo V altra formola: 

H.(Xn,a) / F(a+0 H,(Xh , «4 rf < 
(44) ±2 =2^ 2t Jl ' 

* * /F(OH^(X,,Od< 

ove i è ancora diverso da zero e compreso negli intervalli 
precedenti, e nel primo membro deve prendersi il segno 4' ^ 
il segno — secondochè i è positivo o negativo. 



169 

72. Prima di passare a applicare i teoremi ultimamente 
dimostrati e quelli dei §§. 57, 58, 59 e 60 ci è utile di fare 
una osservazione generale . 

Si incominci perciò dal notare che avendo applicato sem- 
pre il teorema del §. 23, nella dimostrazione del quale si ebbe 
in xnira di non porre alcuna limitazione per la funzione f[x) 
^W infuori di quella di essere finita e integrabile fra a e i, 
n^ è venuto di necessità che nei teoremi del capitolo presente 
al>l>ìamo dovuto porre sempre la condizione che la derivata 
rispetto a t della quantità indicata con Qn^t o delle differen- 
ze (35), (40) (42) per tutti i valori di t fra a — a e — S| e 
fra 6| e b — a restasse sempre ^numericamente inferiore a un 
numero finito al crescere indefinito di n, o tutt' al più vi fosse 
soltanto eccezione per un numero finito di valori di t pei quali 
allora dovevano verificarsi le condizioni che si posero in fine 
del §.57. 

Quando però, come ordinariamente accade, ci si limita a 
considerare funzioni f{x) per le quali V intervallo in cui sono 
date può scomporsi (quando sia necessario) in un numero finito 
d^ intervalli parziali ove le funzioni stesse oltre essere finite e 
integrabili soddisfano a una almeno delle condizioni, seguenti: 

a) di presentare un numero finito di oscillazioni; 

b) di ammettere una derivata o un estremo oscillatorio 
che resti atto alla integrazione anche ridotto ai suoi valori 
assoluti ; 

e) che scomposto V intervallo parziale che si considera 
in altri comunque piccoli, la somma delle oscillazioni oorri- 
spondenti non superi mai un numero finito; 
allora nella applicazione dei teoremi di questo capitolo non 
importa richiedere cqme dicevamo sopra che fra a — a e — S| 
e fra 6| e b — a la derivata rapporto a ^ di Gn,/ o delle diffe- 
renze (35), (40) o (42) resti sempre numericamente inferiore a 
un numero finito qualunque sia n, ma basta invece richiedere 
che questa derivata considerata per ogni valore finito di n se- 
paratamente sia finita e continua e cangi segno un numero 
finito di volte, e che per gli stessi valori di t fra a — a è — S| 



170 

e fra Sj «ò — a la quantità medesima Omi( o le differenze (S5), 
(40) (42) convergano in ugual grado verso il loro limite al 
crescere indefinito di n; o tutt' al più vi siano incertezze per £1 
solito numero finito di valori di t pei quali allora si richiederà 
che sia verificata la condizione posta in fin» del §. 57. o 
quella che porremo al §. 73. 

Tutto questo avviene perchè può dimostrarsi che , se in 
, ciascuno dei varii intervalli in cui quando sia necessario deve 
„ intendersi scomposto {a^b) la funzione /{jc) oltre essere finita e 
, integrabile soddisfa a una almeno delle condizioni a), 6), e) 
9 ora indicate, il teorema del §. 23. continua a sussistere anche 
9 quando per la funzione ivi rappresentata con f{^,h) si sa sol- 
9 tanto che essa è finita per ogni valore speciale di n separata- 
« mente, purché allora questa funzione ?(r,/i) sia anche continua 
9 e per ogni valore di n cangi di segno un numero finito di volte 
^ (che può anche crescere indefinitamente con n), e oltre a ciò 

Jrx 
f ^{xji)dx al crescere indefinito di A 
a 
„ converga in ugual grado verso il limite zero ,. 

Considerando infatti una delle porzioni (a,|3) in cui, quando 
è necessario, si ammette potersi scomporre l'intervallo dato (fl,ft), 
supponiamo dapprima che f{x) fra a e p soddisfi alla condizio- 
ne a) o alla e); e prendendo un valore qualsiasi di A, indichiamo 
con ttf , o^ , . . , a«, i punti fra a e p nei quali ^{x , h) cangia 

rx 
di segno, con ^i , 0^ , ^3 , . - , Om-i 1 ^o i valori di 1 ^{x ^h)dx 

nei punti a, , Og , . . , a^.^ , p , e con ({.fiifzf ^^ ^ 1 fm^ 1 fm 
dei valori convenienti presi fra i limiti inferiori e superiori 
di f(x) negli intervalli da a a a^, da a| a o^, da o^ a «3, . ., 
da Oni-i a Om^i , e da a«_^ a p . 
Avremo : 

/ /l^) ?(^ , h) dx^l+l +..+ I+' I ] f{x) ^f{x ,h)dx, 

e per la formola (1) del §. 9. sarà: 
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f\x)^x,h) dx=r=fi (f{x,h) dx-\-fi ^{x,h) dx-j-.. 



L 



ovvero: 

quindi, se a partire dal valore che si considera di h Pintegrale 

Jrx 
f ^(x , A) d a? per a? fra a' e p non supera in valore assolutoli » 
a 

nnmeTO a sarà: 

rP 

vai. ass. / f{x) ?p(a? , ft) i a: < o (X + I D',), 

ove X è il limite superiore dei valori assoluti di fXx) fra a e p 
e D'i , D'g , . . . sono le oscillazioni di f{x) fra a e Og , fra a^ 
e a^ , fra o^ e a^ , . . , e la somma di queste oscillazioni non 
supera evidentemente quella delle oscillazioni fra a e o^, fra 
a^ e a^, fra a^ e «evi ^ A*a a e a^, fra a^ e a3, fra «3 e o^,..; 
e questo basta evidentemente per poter dire che la particola- 
rità suindicata sassiste sempre quando f\x) fra a e P soddisfa 
alle condizioni a) e e). 

Lo stesso accade se f{x) fra a e ^ soddisfa alla condizio- 
ne 6), giacché allora indicando con f^{x) la derivata o Testre- 

rx 
mo oscillatorio di f{x\ e con 0(a?) l'integrale / 9(0? ,h)dx^ e 

•/a 

facendo nna integrazione per parti si trova: 



rP rp n 

/ m ?(^ , h)dx = /(p) / (p(a7 , h) dx-^ / ; 
Ja *J a, J(x 

a questa l'integrale / ff{x^h)dx 0(x) a pi 



172 

valore di A e per qualsiasi Talora ài x hfk a e ^ è numerica- 
mente inferiore a quel numero che più ci piace; dunque è ora 
dimostrato completamente quanto abbiamo enunciato. 

73. Aggiungiamo che la condizione posta ora che f(xjg) o 
le deriyate di G^,/ o delle differenze (35), (40) o (42) per ogni 
valore finito di A o di n cangino di segno un numero finito 
di volte quando x o t sono negP intervalli che si considerano 

equivale all'altra che P integrale / f{x ^h)dx ^ o le funzioni 

•/« 

stesse Gn,/, (35), (40) o (42) abbiano negli intervalli medesi- 
mi un numero finito di massimi e minimi; e propriamente que- 
sta condizione può anche tralasciarsi quando f{x) soddisfa alla 
condizione b) perchè nella dimostrazione fatta sopra per questo 
ciiso non si tien conto di quei massimi e minimi. 

Del resto poi tanto questa condizione quanto Taltra posta 
sopra che la funzione ^{x^h) o le derivate di G»,^ e delle dif- 
ferenze (35), (40) o (42) siano finite e continue sono soddi- 
sfatte da sé nei casi considerati in questo capitolo, poiché si 
tratta sempre di somme di un numero finito di funzioni or- 
dinarie ec. 

E finalmente « quando resti incerto se sia o nò soddisfatta 
9* la condizione che si aveva sopra intorno alla convergenza in 



fx 
tp{x , A) d X , o 



9 Ugual grado delPintegrale / tf{x , A) d x , o delle quantità G^^f , 

j, (35), (40) o (42) , ma si sappia però che, escludi daUMnter- 

, vallo che si considera con altrettanti intorni comunque piccoli 

9 un numero finito di punti speciali PoP^i^i l'ini negli inter- 

, valli restanti sia soddisfatta la condizione della indicata, con- 

. vergenza in ugual grado; allora, tenendo ferme per questi in- 

^ tervalli le altre condizioni, basterà verificare che negli intomi 

9 a destra e negli intorni a sinistra degli stessi pianti pj,pa,..^M 

rx 
« rintegrale medesimo / f{x,h)dx o le quantità Gm,<,(35), (40) 

jp o (42) sono sempre numericamente inferiori a un numero finito 
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w -A^ (qualunque sia n) e la funzione f{x) o f(a-\-t) soddisfa 

« cklle condizioni a) o b\ o alPaltra che la somma delle oscil- 

9 l sezioni corrispondenti agli intervalli nei quali si scompon- 

9 ^ouo quelli intorni può rendersi piccola quanto si vuole 

^ prendendo suffìcientemente piccoli i medesimi intorni „ • 

- Si osservi infatti che se {p^ — e, yp^) è uno dei detti in- 
t^ornì, e in esso /(.£) soddisfa alla condizione b) , la quantità 
fX. 2^1 — 0) avrà un significato ( m. 1. §§. 235. e seg. ), e indi- 

rx 
cando con 0(x) l'integrale / (f{x,h)dx si avrà la formola: 

dalla quale apparisce subito che l'integrale / f{x) tf{x ^h) dx 

ìia per limite zero per A=oo . 

Se poi f{x) soddisfa alla prima o alla terza delle condizio- 
ni suindicate, i suoi valori, per un noto teorema sui limiti 
(m. 1. §. 22), avranno ancora un limite determinato f{p^ — 0) per 
x=/>, — (per modo cioè che f{x) nel punto p^ a sinistra non 
verrà ad avere discontinuità di seconda specie); e oltre ad aversi: 

rp\ rPi rPi 

/ f{^)^'^Ji)dj^==f(Pi-0) / ^{x,h)dx+ / [f{^)-f[Pi-0)yf{x , h) d X, 



sarà: 



Tal. ass. / lf{x) -f{p,—0)i^^{x,h)dx < 2 A [X, + SD',], 

essendo l^ il limite superiore dei valori assoluti di f(x) — /(p, — 0) 
che sarà arbitrariamente piccolo, e D', le solite oscillazioni; e 
questo mostra appunto quanto noi abbiamo detto. 
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É da uotare che queste ultime condizioni possono sosti- 
tuirsi anche a quella che si aveva nei paragrafi precedenti 
rispetto ai prodotti di /"(a-j-^ per G„,^ o per le dififerenze (35), 
(40) o (42) nei punti eccezionali t negli intorni dei quali non 
poteva assicurarsi che le derivate di queste quantità restassero 
numericamente inferiori ad un numero finito. 

74. Passiamo ora a fare qualche applicazione dei teoremi 
dimostrati. 

Cerchisi perciò in primo luogo coli' applicazione del teo- 
rema del §. 64, se una funzione f{x) di una variabile reale x 
data in un certo intervallo, pei punti a pei quali soddisfa ad 
alcune delle condizioni del §. 39, sia rappresentabile analitica- 
mente mediante una serie della forma: 

1 ^ 

o ^0 + y ( ^n cos X„ o?-}- 6„ sen Xm a: ) , 

essendo X^ , X^ , . . . , Xn , . . . radici reali e positive della equa- 
zione trascendente u(z) = — 7-v = , o infiniti della funzione 

monodroma e continua w{z\ supposti al solito tutti di prim'or- 

1 . . 

dine, e coi residui Ct«=-7— ■ pei punti Xa ; e supposto inoltre, 

u (Kg) 

per semplicità , che w{z) divenga infinita di prim' ordine e col 

residuo Cn= —.^ anche nel punto ;e^=0, e che oltre ai punti 

0, X| , Xj , . . ,Xn , . . non vi siano altri infiniti di to{z) a destra 
dell'asse delle y né su quest'asse. 

In questo caso avremo w = 2 , e H,( 2? , a; ) «= cos z x^ 
E^{z^x)=seììsrx; e prendendo F(d!;)=l e ?i(^)=f 2(2") =^2^), la 

funzione (f{z) del §. 64. si ridurrà a ^^ , e quindi in 

ordine al teorema del paragrafo stesso si dovrà esaminare la 

1 fw(z)Uz)sentz j S{» , - -j : 

differenza ^r-. / dz — y Tn essendo Yr 1 residm 

2ntjQ z Y 
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della funzione sotto il segno integrale nei punti d' infinito di- 
versi da >^i , X^ , . . , X« , . . , che essa avesse entro C». 

Si sapponga ora per semplicità che ^{z) sia sempre finita 
a destra dell'asse delle y^ e non si annulli per t=0, e si prenda 
per curva C» un contorno a destra dell'asse delle y formato da 
uu semicerchio di raggio piccolissimo 5 descritto intorno all' ori- 
gine, dalle due porzioni di asse y nei tratti da — y^ a — S e 
da S a yQ, e da una linea grandissima 0» che passi pei punti 
yo ® — Vo dell'asse delle y e che può essere per es. un semi- 
cercliio di raggio p=yoi o una linea che insieme all' asse delle y 
forma un contorno rettangolare ec. 

Così evidentemente si avrà S Yr=0 , e l'integrale esteso 

1 
al semicerchio di raggio 3 (venendo percorso nel senso inverso) 

sarà uguale a — ^c^ (j^(0) <, mentre quelli estesi ai due tratti 

( — ^0 , — 8) , (5 , y^) dell' asse delle y si distruggeranno identi- 
camente se noi ammettianio che il prodotto f^{») w{z) sull' asse 
delle y al cambiare di y in — y muti soltanto di segno; dun- 
que la differenza (35) si ridurra ora all'altra 

7)—. / —^ d^ — ò ^'o'K^) ^ C"® ® P* indipendente da a 

"^ n 

e cangia soltanto di segno al mutare di t in —t; e quindi si 
può ora asserire che „ se, a destra dell'asse delle y e «u que- 
, st'asse, io{z) è una funzione di g monodroma e continua a 
8 distanza finita, che suU' asse delle y diviene infinita soltanto 
, per a=0; e le infinite quantità reali e positive X|,Xo,..,X,i,.., 
, sono i soli infiniti che questa funzione ìv{js) ha nella stessa 
a parte del piano, o sono le radici della equazione ( inversa ) 

, «(^)= -^T-r»=0, supposti questi infiniti come quello nel pun- 

, to j8r=»0 tutti del prim' ordine, allora pei punti x di tutto o 
a parte dell' intervallo in cui è data ( arbitrariamente ) una 
, funzione f{x) della variabile reale a?, questa funzione f{:r) 
a potrà svilupparsi nei soliti casi in serie della forma : 

D 12 
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1 °^ 

(*5) o ^0 + y.{(*nCO»'^^-^hH9en'knX\ 

^ i 

9 tutte le Tolte che, indicando con C'n una linea grandissima 
s situata a destra delP asse delle y che incontri questuasse in 
n punti simmetrici rispetto air origine, e senza passare per 
« alcun punto d^infinito di tc{sr) formi collo stesso asse y un 
9 contorno chiuso che racchiuda nel suo intemo i punii 
n ^1 9 ^ 1 • • 9 ^n 9 si potrà trovare una funzione di z monodro- 
, ma e continua '^z) che non si annulla per z=0 per la 
, quale riescano soddisfatte le condizioni seguenti: 

1.^ 9 che il prodotto (|>^e)t(^(2r) sia una funzione dispari 
^ ài z o almeno abbia valori uguali e di segno contrario nei 
9 punti deir asse y simmetrici rispetto air origine; 

2.^ I che, essendo ^o un certo numero positivo da 
, determinarsi, e $^ un numero pur positivo ma piccolo a 
9 piacere, T integrale: 

(46) ir ^z)w(^)^ntz ^^ 

yy pei valori di ^ fra s^ e 2 1^ abbia una derivata rispetto a /: 



^ ve 



(47) . ^r — ; / 0(9') w(js) cosi da 

2 ^ VC'n 

9 di cui il modulo, o anche soltanto il valore assoluto della 
9 parte reale o quello del coefficiente deirimmaginario, è lem- 
9 pre inferiore à un numero finito (dipendente da e^) qualonqu^ 
9 sia l'ampiezza di Gn* 

3.^ 9 che al crescere indefinito di C'h V integrale stesso 
9 (46), o almeno la sua parte reale, o il coefficiente deiriiQ' 
9 maginario, pei valori di ^ fra e 2 Ìq (gli estr. esci.) abbia 
9 per limite una funzione x^{t) di t che ha una derivata de- 
9 terminata x'i(0 finita per t diversa da e da 2 ^^,6 atta ai- 
9 l'integrazione fra e 2^Q;^e Xi(+0) ®^* diverso dazerò. 

4.^ » che indicando con x(^'>0 l'integrale (46) o la parte 
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t reale o il coefficiente delPimmaginario di questo integrale a se- 
» conda del significato di Xi(Oi la quantità Xi(+0) — XiW+xC'^'O 
9 che ora corrisponde alla Gn,/, o la sua derivata rispetto a t 
^ soddisfi alle solite condizioni dei paragrafi precedenti; talché 
^ in particolare, nel caso che si considerino soltanto i punti 
« X negli intorni dei quali la funzione non fa infinite oscil- 
9 lazioni o ammette una derivata che resta atta alla integarzione 
9 anche ridotta ai suoi valori assoluti, basta che la quantità 
9 precedente per t compreso fra .0 e t resti sempre numerica- 
« mente inferiore a un numero finito „. 

Al solito poi se per un numero finito di valori a^ , ot^ , . . ^ 
di t fra t| e 2 ^o""*'! ^^ condizione seconda non sarà soddisfatta 
o si sarà incerti, allora negli intomi a destra e a sinistra di 
questi valori di t il prodotto di /"(a-f <) per V integrale (47) 
dovrà soddisfare alla solita condizione posta in fine del §. 57 , 
o a quella posta nel §. 73; e in questo caso non occorrerà fare 
le altre verificazioni pei valori di t negli intorni degli indicati 
punti eccezionali a^ , o^ , . . 

E se invece che per un numero finito di valori di t fra 
6| e 2 t^ — •( la condizione seconda non sarà soddisfatta mai 
in alcune porzioni finite delP intervallo stesso ( e^ , 2 ^^ — ei ) 
o in tutto r intervallo, o si sarà incerti, allora dietro quanto 
si disse al §. 72. basterà che si sappia che al crescere inde- 
finito di C'k r integrale (46) (o almeno la sua parte reale o il 
coefficiente delF immaginario ) converge in ugual grado verso 
il suo limite Xi(0 P^^ ^ compreso nelle dette porzioni, e al 
tempo stesso f{oL'\-t) nelle varie parti (in numero finito) in cui 
supporremo scomporsi le porzioni medesime soddisfa ad una 
almeno delle condizioni a), 6), e) dello stesso paragrafo 72. E 
quando vi restino incertezze per un numero finito di punti 
come al §. 73, allora negli intorni a destra e a sinistra di 
questi punti dovranno verificarsi le condizioni poste nello 
stesso §. 73. 

LMntervallo poi, ove cadono i punti x ai quali nei soliti 
casi sarà applicabile lo sviluppo (4S) risulterà di ampiezza 2 tg^ 
e potrà essere quello da — #q a t^; questo numero Ìq dipen- 
dendo dalla natura dello sviluppo (o della equazione u{z)==0) 
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e non già dalla funzione da svilupparsi f{x); per modochè, se 
f{x) fosse data in un intervallo minore di 2 Ìq, si potrebbe in- 
tendere continuata con una funzione qualsiasi finita e atta alla 
integrazione in tutta la porzione rimanente deir intervallo 2 t,yf 
e in particolare potrebbe intendersi continuata con una fun- 
zione nulla in ogni punto di questa porzione, con che si otter- 
rebbe che gli integrali che figurano nei coefficienti della serie 
fossero estesi air intervallo soltanto in cui la funzione f{x) è 
data originariamente. — Del resto poi nei casi in cui T inter- 
vallo (a , 6) nel quale è data f{x) non è quello da — ^^ a f^, 
potremo sempre intenderlo ridotto a questo col cambiamento 
della variabile x in un altra y mediante la relazione lineare 

y = T—^ X iTZ. — "™ — ìTZ ' analogamente a quan* 

to si fece pel caso della serie di Fourier al §. 49. 

Si aggiunge inoltre che siccome T integrale (47), come 
anche evidentemente la quantità x\(0) ^^^ mutano al cangiare 
di t in — t^ accadrà lo stesso di f(/,a,A,J; e quindi, secondo 
quanto si disse in fine del §. 53, perchè sia applicabile a f(x} 
in un punto x lo sviluppo (45) non importerà che negli intorni 
a destra e a sinistra di x siano soddisfatte per questa funzio- 
ne f{x) quelle fra le condizioni del §. 39. che vorremo applicare; 
ma, come nel caso degli sviluppi di Fourier, basterà che queste 
condizioni si trovino soddisfatte per la funzione /(a?-|-^)-|-/'(i^ — i) 
neir intorno del punto ^=0, e pel valore di x che si considera. 

75. Quando poi le condizioni per V applicabilità del teo- 
rema del paragrafo precedente sono soddisfatte, allora se 

<^o 1 ^n ^1 fi ^wv» ^^^^ ì residui di w{z) nei punti X|,Xg, ..,X«,.., 
nella serie (15) o (42) ti potrà prendere: 

y (^ a , Ao) = - X'i(0 + \c, m 1 G =XiC+0).Ì>n,.=-Cn'>»^ (Ul 

1 r^^ 1 

^•= ""xì(+0) / ' >^'*(^'""*^ ~ 2 ""« "^^^^ 1 ^'^"^^ ^^ ' 



_ Cn ^(Xh) 
Ufi — 



I / f{x) coaXnxdx, ò„ = ^-^Yjzà / ^^^ ^^ ^" '^^^ 



"d 
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ove in queste forinole e nelle seguenti di Xi(0» ^o¥^^) ^ ^»» W^mX 
se sono complessi, s^ intende che debba prendersi soltanto la 
parte reale oil coefficiente dellMnimaginario; e inoltre in questo 
caso sarà: 

1 ^ 



ÌTZiJp' 



= — Xi (f) + 2~i I , ¥.'M^)oosU dz ; 

e talrolta le condizioni che figurano nel!' enunciato del teorema 
precedente, anziché studiarle sugi' integrali (47) o (46), tornerà 
meglio di studiarle respettivamente sulle espressioni: 

(4«) - X'i (0 + \ e, m + 2 e, i<M C08 X, t , 

2 T 

(49) X,(+0)-X.(0 + ^'^o4.(0)* + 2<'r'l'{M-^^' , 

delle quali (fermo stante il significato che abbiamo detto dovere 
attribuire à Zi(0» ^ol'C^)» ® <?r<KMs^ sono complesse) la prima 
rappresenta 7 (^ a , hn) e la seconda il suo integrale rispetto 



a t 



, cioè / ^t ^a^hn)dt. 
^0 



E se, come notammo ingenerale, le quantità Cq^O) ,Ch^Xh) 
saranno reali, allora tutte le espressioni precedenti saranno pure 
reali, e le parti immaginarie che vi comparissero dovranno 
distruggersi identicamente, e quindi potranno anche tralasciarsi 
senz' altro . 

Per la condizione 3.^ poi; per quanto fu detto in generale 
al §. 71. si avrà la formola notevole: 
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(50) Xi(.t) = 2"- e, mt + 1 <:>.^Q^n) ^^^ , 

che varrà per f diverso da zero e compreso fra e 2 ir ( 2 :r 
al più esci. ). 

76. E poi da osservare che le verificazioni sugli integrali 
(46) o (47) si faranno con molta facilità quando la funzione 
sotto l'integrale possa porsi sotto la forma P(^ , jgr) + A(^ , 2') 
ove P{t^z) a A{t^z) hanno le proprietà indicate nel §. 67; 
e allora se P{t^z) sarà per es. una funzione disparì di r, 

siccome l'integrale ^r— . / P(^ , z) dz insieme a quello uguale 

esteso alla linea G"h simmetrica a C n corrisponde precisamente 
alla sonmia H br dei residui relativi ai punti d' infinito di P(/ , ^} 
che cadono entro la linea C'n-h^Nf ^^^ evidentemente 

o~- / P(^ 1^)^^= o ^^«"i 9^^'^^^^® ^^^ '* \mtsk C'«; talché 
allora V esame dell' integrale corrispondente (46) o (47) si 
ridurrà a quello della somma ^ 2 ftr + / k{t^z)dz. 

77. Oltre a questo giova osservare che se^r' XO ^*^° diviene 
infinito col tendere a zero di f , a causa delle proprietà che hanno 

n 
le funzioni f (^ , a , %n)i 1^^ sommaV Cr ^(Xr) cosXr^ che figura 

i 
nella (48) considerata al limite per ^=0 deve crescere indefini- 
tamente con n, e quindi il prodotto Cr^^\ o quella parte 
di esso [cr <|)(Xr)]o che dicemmo dovere soltanto considerare, al 
crescere indefinito di Xr non potrà mai divenire infinitesimo di 

un ordine deteiminato superiore al primo l-|-p< rispetto a -• 



E poiché Cr ^(Xr) = 



L«'WJ 



, risulta intanto di qui che la 

Kr 
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f\x Unione -^-tt-t t^otl potrà alP infinito divenire infinitesima di 

ordine determinato superiore al primo. 

Inoltre, siccome la somma (49), che rappresenta Tinte- 

graie I (pittai ^hn)it^ al limite pern=oo si riduce a una serie 

Jo 

elle per t=0 è identicamente nulla, e pei valori positivi di t 
£r& e 2^^ ha un valore fisso diverso da zero, è chiaro che la 

^ sen\ t 

serie Y Cr '^K) — ^— ^ dovrà essere discontinua per ^=0, e quindi 

1 ^ 

il prodotto Cr^K) non potrà divenire infinitesimo con y o — 

neppure di un ordine determinato |i piccolo a piacere; ciò che 

fb(z) 
porta evidentemente che la funzione -jj- non potrà restare 

monodroma finita e continua all'infinito senza essere della forma 

A + — + -~ +...ove A, A, , A2 , . . , sono quantità costanti, 

e A è diverso da zero. 

S' intende che queste osservazioni potranno essere utili 
per la determinazione della funzione tl>(^); e anzi di qui risulta 
che in primo luogo per ([)(^) sarà da provarsi la funzione , 
^2f)=k u\sf) con A reale; e allora si avrà c^ 1^(0)= Cr <KXr)= A, 
e tutte le espressioni precedenti , e quindi anche in partico- 
lare gli integrali (46) e (47) verranno reali , e se le condi- 
zioni del teorema precedente saranno soddisfatte, la somma 
(48) che ora rappresenta la funzione f((,a,An) si ridurrà a 

n 



-X'.(0 + A 



-4-2c08Xr< 
- 1 

2n4-l 



, e per r=0 sarà uguale a 



_ y'j(_|_0) -|- -Xi- A ; e inoltre dalla formol» (50) avremo 
r altra : 



t 



182 

che varrà per t diverso da zero e compreso fra e 2 ir ( 2 s 
al più esci. ) . 

78. Faremo poi altre osservazioni che talvolta potranno 
riescire utili per la determinazione della funzione (|>(^); ma prima 
giova applicare i risaltati precedenti al caso in cui essendo 

w(st) = , cioè essendo X, , X^, . . , Xn , . . i numeri naturali 

sen 7C sf 

1 , 2 , 3 , . . , n . . . , lo sviluppo (45) si riduce allo sviluppo dì 
Fourier. 

Per questo osserviamo che, essendo ora u{gr) = sen n 9^ 

se si prende ^(^) = , o ^(fl^) «= cos % sf^ le a^ e h^ si riducono 

a quelle che figurano nella serie di Fourier all' infuori per ora 
del divisore 2 XiC^'O) che poi vedremo essere uguale all'unità; 
e gli integrali (46) e (47) divengono: 



1 i cos ic z sen ^^ ^ 1 / cos it 

ìt^ìJq' zsenzif ' 2kìJq' sei 



2^C0Bt9 

- a z , 



2iri Jrj; z sen tu i^ ^kìJq' sen e z 

talché tutto si riduce alV esame di questi due integrali nei quali 

r immaginario non figurerà che apparentemente. 

Ora, avendosi : 

cos 7c 9 sen t sf = sen n sf cos ì sf '\- sen {f, — jr) 9 , 

TP . . . ., . . . , j. - ^o^iz . sen(f — 'R)z 

la funzione sotto il primo mteffrale diviene ^ , 

^ ° z z sen x z 

e la prima parte figura come la funzione P(^ , sf) del §. 76, e 

diviene infinita soltanto per z=0 col residuo uguale ad ano, 

1 / cos "t z \ 

talché l' integrale fr-. / d z ha per valore ^; mentre per 

la seconda parte sarà facile vedere che essa figura come la 
funzione A(^,0) dello stesso §. 76, o del §. 67. 
Intanto dunque si ha: 

1 / cos7r2?senf0 _ 1 , 1 T sen(^— r)» , 

s— . / «'2; = ^-f^r-. / ^^ dz^ 

^T^tjQ' z sen nz 2 2;rt /q' z sen z z 
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e clerivando rapporto a f si ottiene: 

J_ r cosnzcoBtz J_ f cog(<~ir)^^^, 

e ae, come appunto vedremo, rmtegrale / -— - aa^per 

' "^^ /ri' ^ Ben ic 2f 

^ compreso fra e 2 ^q ha per limite zero, si potrà dire che 

TV 1 r co8ff2;cosf2?, ^ / C08 (^— :r)2 r^ ^ 

r* /. , ^^. 1 r eoa K z Ben t z , 1.1 T senU— ir)^ ^^^ 

e allora basterà studiare i due integrali degli ultimi membri ; 
e propriamente quando fosse soltanto dimostrato che Xi(0 = it 
siccome valendosi della espressione (48) si troverebbe come nel 

(2 n+1) t 
1 /l 



n \ "^^ 2 

caso di Fouriery(<,o,A«)= — l—-^\ eoa rt 1= j — , 

" ^ 1 2ic8enK^ 

nod occorrerebbe fare altre verificazioni per potere assicurare che 
lo sviluppo di Fourier sussiste in tutti i casi del §. 44. 

79. Noi però vogliamo fare queste verificazioni sugli 
integrali precedenti, per accennare al modo da tenersi quando 
si vogliono applicare i teoremi generali che abbiamo dato, e 
perchè questo ci sarà utile per gli studt successivi. 

Si prenda perciò per linea C'n la porzione di rettangolo 
formato da un lato parallelo air asse deir y e distante da 
quest^ asse di una quantità k compresa fraMen-f-l(nen-|~l 
esci. ), e da due lati paralleli alPasse delle a?, uno sopra e Taltro 
sotto a quest^ asse, alla distanza y^ da esso . 
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Con questa linea C'n si avrà in generale per una funzione 
qualsiasi %z): 

e se avverrà che, lasciando fermo il &, e facendo crescere y^ 
indefinitamente le funzioni 0(a?— iyo) ®^(^+*yo)i ^ almeno la 
loro differenza, finiscano per avere un modulo che per ogni va- 
loro maggiore di y^^ e per qualsiasi valore di x fra e X; è sempre 
inferiore a quel numero che più ci piace, allora si avrà : 

U(^z)dz= lim ifKk+iy)dy, 

•^C'„ yo=a> •^— yo 

e si potrà anche scrivere: 



jq(^)dt=U 



00 

tì(fc+» tf)dy, 

00 



tutte le volte che V integrale del secondo membro avrà un sigili- 

4^ ficato determinato. 

Ora, avendosi in generale 

sen (a-j-t P) == sen a cosh P + i cos a senh P , 

cos (a+i P) = cos a cosh p — i sen a senh p , 

ove cosh e senh indicano le solite funzioni iperboliche, basta 

ricordare le espressioni di queste funzioni per esponenziali per 

riconoscer subito che quando t è diverso da e da 2^: le 

^ . . sen {t—ic) z con{t—i:)z ,,. ^ „ :,. • • 

funzioni —^ e ^ soddisfano alle condizioni 

z sen n z sen n z 

ora indicate per la 0(2?); quindi sarà anche: 

roo 
cos(<^~-7c) fecoshft — 7c)y — tsen(^ — 7r)fcsenh(f — r^\j^ 
Mii^j QQ sen7:A:co8hiry4"*cos7rfesenh;cy 

X^ ] 1 r sen(^ — :r)A;cosh(^— w)ìy-4-icos(^— ir)ArseDhsy3'--i 

^^ '*'^' 2^ » 27cX_oo ^^^ ^ ^ ^^^^ ^ y + i cos Jc k senh 3c y h +'? 
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si osserva che quando nella porzione di rettangolo C» 
si muta il Iato parallelo all'asse y in modo che la sua distanza 
da. quest'asse resti sempre compresa fra h e n-f-l^ ( ti , e n-j-l 
esol.) lo spazio che resta compreso fra questi lati non contiene 
singolarità delle funzioni che figurano sotto gli integrali 

X, si vede subito che questi integrali e in conseguenza anche 

i due delle formole precedenti restano invariati, per modo 
elle queste sono funzioni determinate di A; fra n e n-^1 (ne 
w-j-1 esci.) che conservano sempre lo stesso valore. 

Segue da ciò che senza cambiare i valori degli integrali 
che compariscono nelle formoìe precedenti, si può fare senz' al- 
tro k==^'\- —, e quindi si ha; 

À 

, . , V 1 / Ben tk cosh (?<— tu ) y + i cos ^ A: senh (t — ic) Vj 
^T^J—rc coshicy 



00 

►oo- 



Jet 1 r 
' f, y V ,. 1 . 1 / — cos<A:cosh(f— 7r)y-t-wen^A;senh(^— 7c)y dy 
0^^ '"'^^ 2+2;j_„ -^^^^ ^-p^y ; 

talché osservando che i moduli delle funzioni sotto i segni iute- 

,- ... . Vsen* ^ A; + senh* (f — 7c)v 
grali sono respettivamente —- ^ ^-^ , e 

cosh 9c y 

V'cos* tk-\- senh^ (t — 7r)y . _ . . 

,/,. .- ; e qumdi non sono superiori a 

V A;*-[-y cosh ic y 

C03h(f— 7c)y 1 cosh(^— ic)y .,..,,- « 

r 1 1 i ^-=^—81 vede intanto che fra e e 2 ir — e 

cosh zy k . cosh ic y 

la funzione f(f , a, Ah) è sempre inferiore a un numero finito (va- 
riabile con e) qualunque sia n, e V integrale / <p(^ , a ^ hn) dt ha 

per limite — per n=oo qualunque sia t purché compreso fra 
0e27c(0e2ff esci. ). 
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Osserviamo inoltre che se nelle funzioni sotto i segni 
integrali precedenti si separano le parti reali e le pcrti imma- 
ginarie, (moltiplicando' per questo e dividendo per h — i y quella 
sotto il secondo inttgrale) si trova che, come appunto doreva 
tssere, gli integrali estesi alle parti immaginarie sono identi- 
camente nulli perchè esse sono funzioni dispari di y, e quindi 
si ha anche: (*) 

frd » ii^— !?!Ll* r cosh(f--«)y 

J 00 

f /. r N 7. 1,1 l—kcos tk cosh(f— 7c)y +?/ sen tk senh(/— r)y 

e siccome l'integrale che comparisce in f(<,a,An) è evidente- 
mente positivo e al crescere di ^ da a ic va sempre diminuendo, 
oltre di veder chiaro di qui che f (* , a , K) si annulla cangiando 

di segno nei punti 0, r , -77 i • • i si riscontra altresì ch« i 
massimi successivi dell'integrale / f{t , a, hn) d ^ fra • tu sono 

nei punti r- , -r- , • • , e sono positivi e vanno decrescendo, 
ic te 

mentre i minimi sono pure positivi e sono nei punti 0, 

— ^ — e vanno crescendo; e fra ir e 2 ic si ripete lo stesso, 
k k 

ma simmetricamente rispetto al punto ir. 



(•) Siccome per altra via già sappiamo che per la serie di Fourier e con 

A=«-|- - si ha ?(« »a , A,0 = '~- — ^^ possiamo diro eTÌdentemento cho un, 

* S^sen ' 

8 



1 rwshf«-ff)y . 

= J r -^dy, 

t f cosh rr y 



IJsen 
fi 
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Da ciò risulterà che il massimo valore deir integrale 

Jrt rie 

rF(i^oi^hn)dt per ^ fra e 7t sarà / ff{t ^a^hn)dt, ossia 
O •^O 

1 / - lìTTì ' ® quindi sarà inferiore 

2 w Jq cosh zy ^ I y 



'0 

^ l'elfo Ir?' "4 +K'''*«i)r^^°^ "^ ^'^^^^^ 
apparisce intanto che per tutti i valori di < fra e ic l'inte- 
ra 
^ale / K{t,a,hn)dt è sempre inferiore all'unità. 

Osservando infine che cambiando y in - e ponendo — =» a 

*. ^ 

sì ha: 

00 — y -(2a— l)y 

coshfa— l)y , ^enik i — J~ __, 

cosh a y ^ ^^ Jq ^+^ 

se ne deduce cht per ^ fra e 2 ic sarà : 

e quindi il prodotto f^{t^afi^) col tendere a zero di t resta 
sempre numericamente inferiore ^ un numero finito e consi- 
derato per ogni valore speciale di k ha per limite zero per ^>»0; 
dunque, quando # è fra e 2;:, per l'attuale funzione f(/ , a , hn) 
sono soddisfatte tutte le condizioni che si avevano per la 
funzione ^{x , h) del §. 32, e evidentemente pel valore t =2 tc 
essa si comporta come per t==0] e questo basta per assicurare 
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nuoramente che lo sviluppo di Fonrier è possibile in tutti i 
casi del §. 44. colle solite condizioni rispetto ai punti di discon- 
tinuità e ai punti estremi. 

80. Prima di applicare il teorema del §. 74, alla ricerca 
di altri sviluppi della forma (45) per le funzioni di una Tariabile 
reale, serviamoci dei risultati del paragrafo precedente per fare 
un altra osservazione che in certi casi sarà ancora di gnida 
per la determinazione della funzione ^z). 

Osserviamo cioè , che avendo dimostrato che V integrale 

r—. / dz.^X cresceire indefinito della linea C» 

2kiJq> z sen % z 

ha per limite ^ quando ^èfra0e2?t(0e2?r e8cl.)eC'«è 

una porzione di rettangolo, accadrà lo stesso se C'm è un altra 
linea qualunque che parte da due punti delibasse y simmetnci 
rispetto air origine e traversa Passe x a una distanza dalP ori- 
gine compresa f ra n e ti-j-l; e se ammettiamo di essere nel caso 

m cui r mtegrale jr-, I ^—^ — ^-^ dz considerato al §. /4. 

ha un limite determinato per n=^co , e indichiamo con Xi(0 
questo limite, si vede subito che avendosi: 



,(0 r cos t: 2 sei 
Wi jQf #sen7r 



2;r» In' 



V integrale: 



^ ve. 



f/ \ / N n /aN<^0S7C5r\ senti j 
^{z) w{z) - 2 Xi W ^^^^ i —:- d z, 



avrà per limite {Io zero quando f è fra e 2?^ (2 ir al più 
esci. ) . 

Osservando dunque che per z==x-\-iy^ si ha: 

sen t z sen t x cosh ty-^-i cos t x senh t y 

z ^+*y ' 
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si vede chiaro che, almeno nei casi ordinarii, al crescer» in- 

OOS TT SS 

definito di y la funzione Ujf) vcie) — 2 y, (0 - , coniide- 

irata per ogni valore speciale di ^ fra e 2 ic (0 e 2 ic al 
più esci.) deve tender* a zero; e siccome per y positivo il 

COS TC Z 

quoziente tende verso — f, e per y negativo tsnde invece 

sen "K^ 

^erso -fi, così la funzione ^,z)ìJo{£)-\-^vf,^{() per y crescente 
all'infinito dalla parte positiva, e l' altra ^{z) \jo{z) — 2 1 Xi (0 P®r 
y crescente indefinitamente dalla parte negativa devono ten- 
dere ambedue a zero per ogni valore di ^ fra e 2 ?c (0 e 2 ic 
al più esci.). 

Questo evidentemente ( per essere ([>(?) uiz) indipendente 
da / ) porta che jjf) debba ordinariamente essere una costante 
diversa da zero A = Xi("t"0), e questa costante col mutare pro- 
porzionalmente il ^{z) (cambiando cioè ^^z) in |^ j può sem- 
pre intendersi ridotta uguale ad ^ ; quindi almeno al crescere 
indefinito di y la funzione ^{z) w{7Ì) deve ordinariamente potersi 

C08 Ti Z 

ridurre della forma h O(^), essendo ^(z) una funzione che 

sen Tra; 

è zero, o tende a zero al crescere indefinito di y come le espo- 
nenziali con esponente negativo, e in modo che tenda a zero 
anche il prodotto ^z) sen isf\^ allora il numero t^ dipenderà 
da queste esponenziali; e evidentemente questa funzione O(^) 
per z=iy^ e 2;= — iy dovrà avere valori uguali e di segno 

COS 7C Z 

contrario come accade di (1(2?) w(z) e di . 

sen TT z 

Quando poi con una funzione conveniente ^^£) si trovi 
effettivamente per ^^z)w{z) la forma ora indicata, allora es- 
sendo : 

1 C Uz)'w{z)%^rd9 j 1 r co87r#sen<2: , , 1 C %z\f^^utz . 

0- f dz=^^r—, I — dz-\- 7r~. / -^^ d z j 
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basterà prendere per C'„ il solito contorno rettangolare per 
trovare : 



rf 



^z\ tv{z)8eiitz 



1 ir"° 

" •/—a 






dy4- 



00 

e» 



+ilr-+'^'^?w''^» 



ore k^ è fratto e compreso fra Xn e X„^„ e k=p-{- 5 » essen- 
do 2) l'ultimo numero intero che non supera k^; e se P ultimo 
integrale avrà per limite zero, allora X4(<) verrà effetti vanaente 

uguale ad — e le altre verificazioni da farsi sugli integrali (46) 

(47), all' infuori di quella che abbiamo fatta nel caso prece- 
dente rispetto ai massimi e minimi dell' integrale (46) e per la 
quale dovrà ora studiarsi tutto il secondo membro della for- 
inola precedente, si ridurranno a verificazioni analoghe sui due 
integrali : 

1 r 8(Ai+iy)sen^(A'.+iy)rfy 1 T ^/i 1 • \ .// t • \j 
KZ / ' ^ ^ ^ , wz / 0(A^+iy)co8^(A-,+iy>V. 

e essendo ora Xi(0 ^^ numero reale, nelle formolo del §. 74. 
dovremo intendere prese per c^ 4^(0) « ^n ^(^») le loro parti reali 
soltanto. 

81. Premessa la osservazione precedente, passiamo a fare 
una seconda applica zione del teorema del §. 74. al caso degli 
sviluppi della forma : 

1 ^ 

^2 ^0 + f*( ^« ^^3 '^^-n^'\-hn sen Xn X \ 

nella ipotesi che , X| , X^ , Xn , . . , siano le radici positife 
supposte tutte del primo ordine della equazione: 

Y{z) cos it ;2 + Y^z) sen ir 2f=0 , 
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>ve si suppone che F(^) e F,(^) siano funzioni di z monodiome 

ì continue a distanza finita, delle quali una è pari, e T altra 

è dispari, o almeno per sf=i y e ^= — iy una di esse prende 

gli stessi valori e V altra prende valori uguali e di segno 

contrario; e si suppone inoltre che a destra dell'asse delle y 

o SVI questuasse non ri siano altre radici della stessa equazione, 

e F(a) e ¥^{z) coir introduzione o colla soppressione di fattori 

adattati siano ridotte in modo che non divengano infinite nei 

punti , Xj , Xj , . . X«| , • . 

Si avrà: 

,1 1 1 



u{sf) F(2r) cos 7c ;2 + F^ (2) sen ic ir' " F'(0) + j: F^CO)' 

1 



F'(Xi«)cos7:Xn+F\(X„) senjrXn — ^F(Xh) sen:cX„4-^ F,(X„)cosffXn ' 

e Tolendo cercare di valersi della osservazione precedente, sarà 
ora naturale di provare per ^{g) una funzione della forma 
M cos :c 5? -f" N sen %z^ ove M ed* N sono funzioni da determi- 
narsi in modo che non divengano infinite nei punti 0,X|,X2,..,X,i,.., 

cos 7t Z 

e che il prodotto ^z) io{sf) venga della forma 1- 9(^) , 

sen n z 

ove 0(«) ha il significato del paragrafo precedente. 
Sarà allora: 

^, . M cos 115^4' N s^UTC^ cositi: 

%z) = ^ 7—^ — = 

F cos ic ^+ r 4 sen 7c J sen tc s 

(M— F,) cos it j? + (N+F) sen ;: 2f F 



F cos t:9 -\-Y^ sen n z scn;c5^(F cos ir j^ -|- F| sen w gy 

F 
e se al crescere indefinito di y il rapporto ^ non tenderà 

verso -\-i per y positivo, e verso — % per y negativo, un modo 
particolare di soddisfare alla condizione precedente sarà eviden- 
temente quello di prendere M = F| , N = — P , o: 

^g) = Fi cos ic 2? r- F sen t:z. 

D. 13 
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Così facendo, e supponendo senz'altro che non sia F(^)=0, 
onde non ritornare nel caso degli sviluppi di Fourier, si am: 



r ^s^)w{9)Beiitz J^ / cos7r^sen<2; , __ 1 /* 



sen i z dz 



cos t z<ì 2 



Xjf \ y \ A j 1 I COSTCO cos f^r , 1 / 

' 27:t Jrv sen tc z 2m q 



ìtcìJq» ,2ictjQ/ sen ^2; 2:ci Q' 8enr2:(co8;L2r4-Tseji 

* essendo y il rapporto p^jr^^ ; e poiché si può sempre supporre 

"\Z) 

di prendere per C'„ la solita porzione di linea rettangolare che, 
oltre a non passare pei punti 1 , 2, . . , n , . . dell' asse delle x, 
non passi neppure nei punti X ^ , X^ , . . , Xm , . • i applicando i 
processi del §. 79. potremo trasformare gli integrali dei secondi 
membri di queste formolo , e troveremo così che per t fra e 2 x 
(0 e 2 IT al più esci.) i secondi membri medesimi sono respet- 
tivamente uguali alle seguenti quantità: 

« 

11 r — A'cos^A:cosh(^ — ic W-f ysen<Asenh( t — g)y , __ 
2 ' TcjQ (^*^+y*) cosh 7c y 

j [1 r Bentz j 1 

(t^\\ i — — ì rfy» 

^""^ ) 2t:j ^8en7r2!(cosff2:4-78eni:2') 



•00 
•00 , ,. . ^ /•OO 



^tk r cosh {t—7:)y 1 C co s^ z 

t: Jr. coshTc y ^ 2icJ_ sen ^c^^Kcosjr^r-l-YsenJ:^) ^' 



intendendo che negli ultimi integrali sia -^=^„ + * y ove A„ è 
un numero positivo non intero compreso fra X» e X„+| (X,» e \^\ 

•scl.)i e A è uguale a p+ ^ i essendo p l' ultimo numero intero 

che non supera K. 

Ora i primi integrali che compariscono in queste espres- 
sioni li studiammo già nel §. 79 ; tutto dunque ^ come gìÀ 
dicemmo nel paragrafo precedente, si riduce a considerare gli 
ultimi integrali. ^ 
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Poniamo perciò ^^^-^-ib. I mcriuli di sen^^ e cos tz 
sskranno inferiori a cosh^y, e per quello M del prodotto 
seii icz{ cos nz ]-y senir^; ) che figara nel denominatore degli 
mltimi integrali, per z = kn-]'ijf ^ si avrà: 

t'^==^(8en':c/f^-f senh^ry ' I (asen^cA'n+cosTcA'J^ — l-f-(coshffiy--68enhry)*+ 
-{-€j^^senYA:y-\-bhen^nkn \ = (sen^irAn-t-senh^^ry) } {asennkn-^coankn)^ — 

— 6*cos%/r„-f <*'8enh%y+co8h*« 2/(6— tgh ity)' | ; 

e quindi si potrà scrivere M = |t cosh'^ry , ove jt è finito se 
tali sono a e b; dunque se questo numero [t per tutti i valori 
ireali di y e pei valori di A» superiori a un certo numero è 
sempre discosto da zero piil di un certo numero determinato v, 



il modulo dell' integrale / ^ ^^.. ^ ^ r Z — i TTT ^V 

J — ( 



•00 

z sen ir ^ ( cos it 2? + T ^^^ ^ ^) 

sarà inferiore a -~- \ "I7:u«^~ » e quello dell'altro in- 

>oo 



•00 
►00 



cosh tydy 
_^ cosh^Tcy 



tegrale / „,„ ^ ^ f^^„ ^ ^ i ^ ^x ^y sa^à inferiore a 



cos ^2; 
^ sen r 5? (cos 3C 5? + T '®ii ^ -2:) 



1 / cosh ty j 



■co 

Di qui apparisce subito che in questi casi il primo integrale 
pei valori di t compresi fra e 2 ic ( 27c al più esci.) avrà per 
limite zero al crescere indefinito di X^, e quindi di kn',e se e è un 
numero positivo piccolo a piacere, fra e 2 n — s tanto il mo- 
dulo del primo integrale che quello del secondo si manterranno 
inferiori a un certo numero finito, e in conseguenza il pro- 
dotto di t per l'ultimo integrale tenderà a zero con t qua- 
lunque sia n; dunque evidentemente si avrà ora 

Xi(0 = Xi("l"0) = G = ó' ® '® ^"® espressioni (51), ove i primi 

integrali hanno le proprietà trovate per essi nel §. 79, e i se- 
condi hanno quelle ora indicate, rappresenteranno respettiva- 
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mente le due quantità / 9{/ , a , A)d/, ?( ^ » a , A„ ) ; talcbè noi 

possiamo senz' altro asserire che , se , essendo z=x-\-i y, la 1 
equazione : ^ 



(S2) 



Y{z) cos ^ 2^ + Fi(^) Hen tu z=0 



considerata a' destra dell' asse delle y o su queat* asse Iia 
soltanto per radici lo zero e le infinite quantità positÌTe 
^1 v)^ f f ^i7*«T le quali crescono indefinitamente "con n^ 
e sì esse che la radice zero sono tutte del prim' ordine; e 
se inoltre, sempre a destra deir asse delle y o su que- 
stuasse, le funzioni ¥{z)^qY^{z)^ oltre essere monodrome e 
continue, sono finito nei punti 0, X, , X^ ,.., Xi, ,.., e sono tali 
altresì che per z:=iy e z=^iy una di esse prende g^li stessi 
ralori e l'altra prende valori eguali e di segno contrario, e 
al tempo stesso per y positivo o negativo ma numerica- 
^mente maggiore di un certo numero e qualunque sia x 

le differenze respettive j^~~ — i , ~\- + i hanno un mo- 

dulo che non si accosta a zero più di una certa qnantità; 
allora, quando al crescere indefinito di X» si trovi sempre un 
numero non intero ^^ compreso fra Xn e "knn tale che, ponendo 

il modulo del prodotto sen T:z{comtz -\- ^^rri senx z ) per 

2?«=fr„+» y sotto la forma (jl cosh* tc y, il numero ji resti 
sempre discosto da zero più di un certo numero determinato 

V, la funzione reale f{x) data arbitrariamente neir intervaJ/o 
( — % , tt) potrà svilupparsi secondo la serie : 



(53) 



1 ^ 

ò"^o + 2 ( ^t» cos X„ 0? + bn sen Xh a? ) 



, per tutti i punti x dell' intervallo stesso ( — ir , tc) diversi 
, dagli estremi ±7r, negli intorni dei quali si verifica um 
, almeno delle condizioni I, e II del §. 39, o l'altra di 
a ammettere una derivata o un estremo oscillatorio che 



9 
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atto alla integrazione anche ridotto ai suoi valori 
lati ; e in questa serie i coefficienti Oq , an , b„ saranno 
d&ti dalle formole : 



_r F,(XJ C08 :c X„ - F(X,) s^n z X.. 1 T» 

LFXXJ cos:tX,+F',(XJ sen:: X. - «F(Xj sen,rX,+:r nK)cos7:KJ JJ}^'^'^ 

_r F,(X.,)co3^X,-F(X,)8enrX, 1 /"" _, ^^^ 

LF'(>.„)co8KX„+P\(X„)3eDjrX„-itF(X„)senicX„+5rF,(X«)co8:rXj /_li^ wn a, j; »a^ 



o anche, per essere F().h) cos r X« + F| (Xm) sen tt Xh = 0, 



_r F^xQ + f,ta.) 1 fi, , ,^ 

"- ^lY-Q^) F,(X.) - F\(X,) F(X,)> z F^X«) + ^ F,* (X.)]/^^ co» Xh x d a; , 

, _r F*(xj -^ F,nx,.) I n N •> j 

Lf'(XJ F.(X J - F',(X,) F(X„) + :r F^X„) + x F, *W V_r ''° ^ ""* "^ ' 

i 

a ove le parentesi quadre indicano che delle quantità in esse 
9 racchiuse bisogna prendere soltanto la parte reale; per modo 
^ che in particolare, se F{z) e Fj(«) saranno reali per z reale 
, positivo nullo, i coefficienti degli integrali saranno le 
, quantità fra parentesi senz^ altro « . 

Se poi non potremo assicurare, che ì numeri k„ qui in- 
dicati esistano sempre fra le radici successive X^ e X^+| , Xm^^ 
e X„^ , . . , ma sapremo però che essi esistono per es. fra ]e 
radici X^ e X^+j , fra le radici X^+„ e X„+- +|, fra le radici 

^M+ii +n ^ ^«+«4 + «a+n • • 1 allora la funzione f{x) potrà ancora 
svilupparsi pei soliti punti x secondo la serie (53), ma bisognerà 
intendere che i termini di questa serie siano riuniti in gruppi 
corrispondenti uno alle radici X„+ii^+i , . • , X^+^ uno alle radici 
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Aggiungiamo che se /( — •^^)==/'(<^0 la serie (53) si riduce 
a una serie di soli coseni : 



00 



(56) 



OTe : 



ò «0 + S *" <^°8 ^ ^' 

^ 1 



«0 = 2 



F(0) 



LF'(O) + F,(0)J 



/ f{x)àx. 



(57) 



fl„=2 



o'O 
F-(X,) + Fi» (X,) 



LF'(X,)F,()s.)-F',(X,)F(X,)+:tF*(XJ+rf 



w:W^^Ì 



^ gè ^ — x) = — f{x) la stessa serie si riduce all' altra di soli 
seni: 



(58) 



ove: 



00 

2 fc„ sen Xh 3t, 
1 



(59) K=2 



V%n) + ^AK) 



LF'(N)F,(XJ-F,'(XJF(XJ+7rFnXJ+arF 



i\K)\Jo 



/(ar)senX,Tr'/r, 



queste possono quindi servire allo sviluppo per soli seni e 
per soli coseni di una funzione f\x) data arbitrariamente f» 
e IT, ec. 

Inoltre osserviamo che se F{z) = questi sviluppi si ri- 
ducono a quelli dì Fourier. Per essi poi le funzioni corrispon- 

n 

d^nti 7(^,a,AN) e / f{f^cLfin)dt sono date respetti vamente, 

come già notammo, dalla seconda e dalla prima delle espressioni 
(51), e sono indipendenti da a^ e a causa delle (48) e (49) 
possono anche porsi sotto le forme: 



n 



_' I ^kl ' ^ j *■ t É I ^r% I sen AmS 
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ove per semplicità di scrittura abbiamo rappresentato con a\ e a^ 
ì coefficienti degli integrali che figurano in a^ e On nelle (54) 
e (55>,. 

Per la (50) poi si ha la formola notevole 

00 

che varrà per t diverso da zero e compreso fra e 2 ic (2 ff 
a\ più esci.). 

82. S'intende che l'ultima condizione che figura nell'enun- 
ciato del teorema precedente sugli sviluppi (53) sarà ordinaria- 
mente conseguenza dell' ipotesi che abbiamo fatta che la 
equazione (52) a destra dell' asse delle y non abbia alfcro che 
radici reali. 

Del resto ciò si verifica con tutta facilità nei tre casi se- 
guenti che sono i più comuni; 

1.' - che essendo T = ^T-r = ^ + * ^i al crescere inde* 

lP(z) 

^ finito di X per valori positivi e qualunque sia y il valore 
, di a finisca per restare' sempre discosto da zero più di un 
jf numero determinato; 

2.** ^ che il modulo [/a^+^^ ^^ rapporto Y finisca per 
, restare sempre superiore all' unità più di un certo numero 
, determinato; 

3.° j, che se a tende a zero o almeno può accostarsi , 
yi quanto si vuole a zero o passare per zero ( senza essere nel 
caso precedente) esso non superi mai in valore assoluto 
V un certo numero dato, e b resti sempre numericamente 
, inferiore all'unità più di una quantità determinata y,. 

Indichiamo infatti con a„ il valore di a per £C = X„, y=0, 
e osserviamo che per questi valori di a: e y il h deve annul- 
larsi onde X„ possa soddisfare alla equazione (52). Si avrà; 

cos it\i-\- (i^ sen 7t X„ = ; 
e quindi poiché non solo nel primo dei casi ora indicati , 



r. 
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ma anche nel secondo il .valore di a^ sarà discosto da zero 
più di una quantità determinata, è certo che in questi dne 
casi X^ resterà sempre discosto più di quantità determinate dai 

2 t + 1 

numeri della forma— — ove i è intero . 

Allora, ammettendo che, almeno a partire da nn certo 
valore di w, i termini della serie (53) vengano riuniti in gruppi 
corrispondenti alle radici X^ che fossero comprese fra e 

^, fra ^ e -, fra ^ e ^ , . . , se si suppone che X^ sia V ul- 

,. ,. . 2f-l ^ . ^ 2t-fl . 

tima radice di un gruppo e sia — ^ — < X» <C — ^^— i *' 

potrà prendere A» = — - — , e allora sarà : 

M = cosh* i: y Va^ + (6 — tgh tc y)' = (i* cosh^ ic y ; 
e quindi se, essendo nel primo caso, a partire da un certo 
valore Tq di x e qualunque sia y,a sarà sempre discosto da 
zero in valore assoluto più di un certo numero a^, allora per 
X > ar^ sarà |i > a^ , e la condizione che figura nell' enunciato 
del teorema precedente rimarrà soddisfatta. 

Se poi saremo nel secondo caso, e a partire da nn cerio 
valore x^ di x e qualunque sia y, si avrà a'-f J* = 1+P^ ^^^ 
p non si accosta a zero più di un certo numero p^ , al- 
lora preso Xh maggiore di questo valor x^ di x, si osserverà 
che quando sia 6 > 1 potremo porre 6= ± V\-\-h^ © quindi 

e poiché il valore assohito di tgh % y non supera V unità , 
è evidente che pi non sarà inferiore a Vt^ — h^ + (J^14-6 * — ^f 
ovvero a Kp^+2(1 — f^ i ZjTt^a); e siccome, essendo b^^^p^i 
questa quantità non è inferiore all' altra Kp*+2 (1 — KiHf^ 

che è uguale a jp l/ 1 — . , . , così è certo che per 

^ ^ l + Kl+p^ 
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Xw > ìTq e pei valori di y pei quali 6 J^ 1 il numero [t non si ac- 
costa a zero più di p^ V ^ — i i */ =^ • 

Quando poi sia 6 < 1 , allora evidentemente a* sarà mag- 
giore di Pq^, e [JL sarà maggiore di Po* dunque, anche nel se- 
condo dei casi indicati sopra la condizione relativa ad M che 
figura neir enunciato del teorema precedente finirà per es- 
sere sempre soddisfatta . 

Passando poi al terzo caso, osserveremo che per le ipotesi 

che ora si ammettono sui valori di a e quindi delle a„ , alcune 

o tutte le quantità X^ potranno anche accostarsi quanto sì 

2/4-1 
Tuole a numeri della forma — ~ — i ^ essere di questa forma me- 

desima; e il ragionamento precedente non sarà più rigorosa- 
mente applicabile, sia perchè nonpotremo più prendere con 

2 i I 1 
sicurezza, per qualunque valore di n^kH = — ^^ , sia per- 

ch^, anche nei casi in cui ciò potrebbe farsi , M potrebbe per 
certi valori di n e per y==0 venire piccolo quanto si vuole. 

Prenderemo perciò in questo caso A:„ in modo che sia 
sen fc„TC=a, essendo a una quantità da determinarsi; e osserve- 
remo che allora si ha: 

MMaHsenh* T:y)\{a a+ J/ii::^)«+62a2 - 1 + a« senh^ tc y + 
+cosh« ;ry (l-fctgh;ry)« j =cosh^;ry(l - ^-^ | ^^ - 

■ ^odb^T^^ ~+^ *<Jg^'^y +(1 -itghtry)2 =(t2co8h*icy , 

e siccome in valore assoluto tghTry non supera mai l'unità, 
se s'indica con a' il valore assoluto di a, e con 6q il limi- 
te superiore dei valori assoluti che prenderà h dopo che x 
sarà divenuta abbastanza grande, si avrà 6^ <C 1 e 

H'^a [/ (l — 6o)* — ^» ^v® e è il limite superiore dei valori 
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assoluti di «*(l-n-2aat/l-«*^ supposto che a posaa 

cosh* t: y 

determinarsi in modo che sia <;<C(1 — ^o)*- 
Ora si ha: 

cosb* 3C y cosh* « y 

con a =±senft„ic, e evidentemente, se a^ è il limite sn- 
periore dei valori assoluti di a dopo che x sarà abbastanza 

grande, il fattore — ^^^^ che moltiplica a, 

qualunque J siano y e il valore che poi prenderemo per a, 
non sarà mai superiore a 1+2 «q,- dunque quando si prenda 

per a un numero diverso da zero e da ^ ■ J^ e compreso 

r (1— Òa)^- / -1 u 

fra questi numeri, come per es. a = 2(14-2 a V ^^' 

dentemente potrà sempre farsi perchè ^ . ^^ ' '^^J ®^ ^^'^ 

Segue da ciò che anche in questo caso la condizione re- 
lativa ad M che figura nell'enunciato del teorema precedente 
sarà soddisfatta quando per le k^ si prendano i numeri che 
soddisfano alla equazione sen A'„:r=±a', ove a deve determinarsi 
nel modo ora indicato; dunque „ quando per F{z) e F^{z) si pre- 
, senti uno dei tre casi 1.^ 2.^ e 3.^ suindicati, allora senza 
a stare a occuparsi della condizione che abbiamo posta nel- 
, teorema precedente rispetto * al modulo M del prodotto 

p.(^) 
, 8enffi8?(cos Tcz-f" prr— sen^r^), si potrà asserire che se tutte 

, le altre condizioni del teorema saranno soddisfatte, Io svi- 
luppo in serie (53) sarà applicabile nei soliti casi alle funzioni 
f{x) quando i termini della serie almeno a partire da un certo 
punto sMntendano riuniti in gruppi corrispondenti successi- 



li 
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« vamente alle radici X^ , X^,. . , X,, , . . , che nei primi due casi 

» X ossero comprese fra e -^, fra r- e ^, fra — e — i . . , e nel 

9 terzo fossero comprese fra e A'^ , fra Aj e A| + 1, fraA^+1 
j, e A*|+2, fra A'^+2 e A^+S , , . i essendo A'^ la più piccola 
, radice positiva p della equazione 8ena?x=^a' o T altra 1 — p «. 
Spesso però questa riunione dei termini della serie in gruppi 
potrà farsi in pifi modi diflferenti, specialmente nel terzo caso 
in cui si ha una certa arbitrarietà nella determinazione del 
numero a. 

S^ intende poi che in tutti questi casi se le differenze 

fra le radici successive della equazione (52) finiranno per non 

esaere mai inferiori a tc, i termini della serie (53) o delle (56) 

o (58) potranno prendersi successivamente uno per uno senza 

bisogno di riunirli in gruppi convenienti. 

83. Aggiungiamo che se uno almeno dei tre casi ora con- 
siderati , anziché presentarsi soltanto per valori sufficientemente 
grandi di x qualunque sia y, si presenta sempre quando il 
modulo di ^ è abbastanza grande, allora evidentemente viene 
soddisfatta da sé anche la condizione relativa alle differenze 

^,- — ±f = Y±?, e quindi basta in tal caso verificare: 1.' che 
i?(2r) 

le funzioni Y{z) e Fj(2r) siano monodrome e continue a destra 
deir asse delle y e su quest' as^e , e noa divengano infinite 
nei punti 0, X, , X^ , . . , X„ , . . ; 2.'* che le funzioni stesse F(2:) 
e F(^) siano T una pari e Taltra dispari o almeno si abbia 
F(— ty) =■ ± ^(*y) c^^ F,(— t'y) = + F,(iy), e che la equazio- 
ne (52) a destra delV asse delle y e su quest'asse non abbia 
altro che radici reali e del prim'ordine, e queste siano le so- 
lite quantità crescenti indefinitamente 0, X^ , X^ , . . , X«» , . . 

In particolare dunque, osservando che se Y{z) e F|(2r) 
sono funzioni razionali intere di z delle quali la prima è dispari 
e la seconda è pari si ha lim y=0 o limY=oo quando mod ^=oo , 
si potrà dire evidentemente che , se F(2?) e F/-?) sono fun- 
, zioni razionali intere di z delle quali la prima è dispari 
« e la seconda è pari, e P equazione: 
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F{z) C08 s 2r + F|(e) sen7cz = 

a destra delP asse delle y o su quest^ asse ha soltanto le ra- 
dici reali e del prim^ ordine 0, X^ ,>^ , . . ., X,,, . ., lo svilappo 
(53) ove i coefficienti a^ , Am e bn sono dati dalle (54) o (55), 
e gli altri (56) o (58) ove i coefficienti sono dati dalle (57) 
e (59) sono applicabili alle solite funzioni f{x) date fra 
— 7c e ^, per tutti i valori di x diversi da ± ir negli intorni 
dei quali è soddisfatta una delle condizioni I, II del §. 39. 
o V altra di ammettere una derivata o un estremo oscillatorio 
che resta atto alla integrazione anche ridotto ai suoi valori 
assoluti, e colle solite particolarità pei punti delle disconti- 
nuità ordinarie, e escluso il punto zero per la serie (58) 
quando non sia /I+0) = ». 

Lo stesso accade se ¥{z) e F^(^) sono funzioni irrazionali 
di z che non hanno punti di diramazione a destra ieW asse 
delle y o su questuasse, purché si abbia P( — »y) = ±F(ty), 
con F|(— i y) = 4= ¥^{i y) ; ec. . . . 

84. Gli sviluppi per soli seni (58) nel caso particolare di 
F{z) = cz e F,(2?) = c^ con e t c^ costanti ( il caso di 
e +Ci ir=0 esci.) concordano pienamente con quelli che si sono 
presentati in alcune questioni della fisica matematica (*), e dei 
quali, per quanto è a mia cognizione , non era stata data fin 
ora una dimostrazione rigorosa. 

Oltre a questi poi noi abbiamo dunque gli sviluppi (53) e 
(56); e questi, come i (58) stessi, si hanno non solo per le indi- 
cate funzioni particolari F{zy^^c z^F^{z)=^c^, ma anche per altre 
molto generali, e tutti questi nuovi sviluppi possono servire 
alla risoluzione delle medesime questioni della fisica matematica 
a cui servivano quelli ora ricordati, e anche alla risoluzione di 
altre, per quanto, tolti i casi di F{z)=0 o F^(2f)=0, che in 
sostanza corrispondono a sviluppi di Fourier, gli sviluppi (53) 
per seni e coseni ad un tempo e gli sviluppi (56) per soli 
coseni non soddisfano alla condizione (37) che si ha in quelli 



(*) V. p. Riemann. Partielle differftntial GUichnogen pag. 159. 
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cHe sì sono presentati nella fisica matematica, e gli sviluppi 
(58) tì soddisfano soltanto quando F{z) = cz^ e F^{z)=c^. 

85. Aggiungiamo che se le radici Oi ^4»^i ..,X|,,.., 
invece di appartenere alla equazione (52), appartengono, sempre 
come radici di prim* ordine, a un altra più generale che, almeno 
pel valori di z di modulo grandissimo a destra delVasse delle y, 
prende la forma: 

u{z) == F{z) cos :r 2? + ^i ('2') senjr 2 + F, (sr) = , 

ore per semplicità supporremo subito senz'altro che almeno sul- 
r asse delle y delle tre funzioni F(^) , Y^{z) , F^{z) la prima è 
V ultima siano ambedue dispari e la seconda sia pari, e a destra 
dello stesso asse e sopra di esso queste funzioni siano monodrome 
finite e continue ec; allora si hanno altri sviluppi per f{x) che 
sono ancora della forma (53) ; ma questi nuovi sviluppi invece 
di valere fra — n e ic come quelli del caso precedente, si può 

1C K 7C 

assicurare che valgano soltanto fra — ^ e ^ (± ^^^ più esci.)- 
In questo caso infatti V integrale (46) da considerarsi 

diverrà « — / "Tl^ -Ti? TcT^' ® P®"^ valersi 

2 ;r ^Jq' z (F cos tu 2; 4- F| sen n z-\- Fj) 

delle considerazioni del §. 77, si prenderà come nel §. 81. 
^z) = Fi cos izz — F sen ;c j* ; e 'allora l' integrale precedente 
diverrà: 

1 r conKZsentz 1 C (F- fFg cos n z) sen t z . 

2^i Jq> ^senicz 2ic» Jq' sr sen :rF (F cos nz-^F^ sen ic z-^F^^ ' 

e basterà occuparsi del secondo di questo integrali, giacché 
per ^ fra e 2 ar (0 e 2 « esci.) il primo ha per limite- (§. 79.) 
Ora, se F(z) non è zero, ponendo: 
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il detto integrale diviene: 

1 1 {1-\'S con :: z) Ben t z 



z sen 7CZ ( cos ne -{-^ sen Tcz-\-h) 



dz ; 



e supponendo che al crescere indefinito di mod z^ il S tenda a 
zero, o almeno il suo modulo non superi un certo numerot 
e i moduli di y+* ® T — * ^^^ si accostino a zero più di un 
numero determinato, basta seguire il processo del §. 79. per 
giungere a riconoscere che se ^ è fra — n e t: (± cresci.) questo 
integrale si riduce alP altro: 

/•OD 

1 / (1 -f- 8co8 ir^)ien ^2 



^ z sen 7c z (cos 't:z-\-'^ sen '^z-\-t) 



nel quale ' "*" A:„ 4~ ^ y i essendo k^ un numero positiiro non 
intero che è grandissimo e non è radice della equazione ii{z)^0; 
talché ora, osservando come al §. 81 che per 2f=A«+iy il mo- 
dulo M' del prodotto sen ic z (cos ne -\-^ sen ir z + 6) si pone 
sotto la forma M' = |i' cosh^ ir y , si conclude immediatamente 
che s se X^ , X^ , . . , Xn , . . , sono al solito radici reali positive 
y, e del prim^ ordine ec. della equazione: 

(60) F(^) cos ic 2r -f P^(^) sen IT 2f -(- Y^{z) = , 

, ove come abbiamo detto delle funzioni F, F^ e F^ la prima e 

, Tultima almeno suIPasse delle y sono ambedue dispari, e la 

, seconda è pari, e a destra dello stesso asse e sopra di esso sono 

9 monodrome finite e continue ec. e F(^) non è sempre zero; 

, e se al tempo stesso al crescere indefinito di modi;, il 

F (z\ 
, rapporto ^p^y si mantiene col modulo sempre inferiore a un 

, numero finito, e i moduli di^ r te =~t + f restano di- 

F(^) Y{z) ' 

, scosti da zero più di un certo numero, allora lo sviluppo; 

1 "^ 

(61) o ^'o + 5 («n cos X„ a: + b^ sen \x), 

^ 1 
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, ove: 

n 
2 



Un^. 



F,(0) 

2 



*Y(XJ cos 7c Xh ::LF(ln)jen^ir3n 1 f f.^y^^y^^^^^ 

(X,)sen3rX,-;uF(X„)sen7rX«+;cF,(X^)cosirX^+F*2(XJ Joy ^« 



F 'CX^)co8ic X„+F\(X«)sen3rX^— ;uF(X„)sen7rX«+;cF^(X^)cos7rX^+F^ 

""2 



F,(X..)cos7rXn-F(X,)8enitX, 1 TL) gen X, a: do? , 



.F*CA.^)co8irX»+F',(XH)8enicX^--icF(X„)sen7tX„+7cF^(A,,)cos3cXH+F*i(XH) 

~^2 



ic 



, sarà applicabile alla funzione f{x) nei soliti punti a; fra — ^ 

, e ~ ( ± al più esci 1 tutte le volte che per valori con- 

, venienti comunque grandi di /r„ e per sf=hn-\- iy , il niodulo 

[ F F ) 

^ M' del prodotto scn ic t < cos i: ^ + — * sen « «^ + cT | si riduca 

9 alla forma [i, cosh^Tty^essendo |i' sempre discosto da zero più 
, di un certo numero ,. 

86. Ora per trovare dei casi particolari semplici, indichiamo 
con mcoshir^ il modulo di cos 7C2:+T sen icz, e con jicosh*iry 
quello di sen tcz ( cos ir 2? -}- T «^^ ^ ^ ) quando 2? = A"h + i y; si 
vedrf« subito che il quadrato di quello di cos tt 2; + T sen icz-^-S è: 

fn' cosh* 7cy + c* + d' + 2[c (cos w /r» + ^ sen « An) + 
-f- 6 d sen ir in] cosh icy-j" 2[(i(acosii:/r^ — sen ir k„) — 

— b e cos IT /r„ ] senh ic y, 

e in conseguenza il modulo M' di sen n z (cos ir ^+y sen ir 2r-f-5) 
è ;ì/ cosh* IT y, con: 
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jx » = 11» ^ 1 -j — -— \- à 5 r f- 

( m*cosh*7cy m^coshicy 

. ^ (a d — h e) CO8 ir A* — d sen ic A* . , ) 

quindi, osservando che se 7 non è identicamente zero, e 7| è 
il suo argomento si ha: 

T 8 = -^T*=— ^^ ^q:^^ T^=[« ^+^ d+*(ad~J e)] e *^ 

si Tede chiaro , senza neppure eschidere ora il caso di 
Y=0, che se al crescere ind.-finito di n i numeri 8678 ten- 
dono amhedue a zero, basta che (l resti discosto da zero più 
di un numero determinato perchè altrettanto accada di (i'; 
e quindi, limitandosi a un caso particolare soltanto, si potrà 
dire eridentemente che ^ lo sviluppo precedente (61) sarà 

, applicabile fra — « e p^f ± ^al più esci, j quando al cre- 

F 

, scere indefinito del modulo di z il rapporto ^r tenda a zero 

y e r altro ^ sia nel terzo dei casi del §. 82, o, essendo in uno 
r 

9 degli altri due casi dello stesso paragrafo, converga contempo- 

F. Fa 
, rancamente a zero il prodotto --^^ dei rapporti medesimi ,. 

Facilmente si troverebbero altri casi semplici di equazioni 

della forma (60) pei quali lo sviluppo (61) riesce applicabile. 

87. Passando ora al caso di F=0, con F^ diverso da 

F {z\ 
zerO| osserveremo che ponendo ^ = i> == ^ + */" 1 ^' ì°^ 

, - ., . ,. . 1 r »cosi:5'8en^^dz 

graie da considerarsi diverrà ,r — : / - 

2 7c t ;n' 2? sen %z 



;q' z sen Ti (p+sen ic^)' 

e siccome le X^ , X^ , . . , devono essere reali , il p al crescere 
indefinito di mod^ dovrà prendere anche valori reali non su- 
periori air unità in valore assoluto. ^ Limitandosi dunque al 
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IO in cui, tssendo p= j}) o ^^ modulo di p finisce per re- 

, stette sempre inferiore a un numero finito, si yedrà »1 solito che, 
« andie nel caso attuale della equazione: 
(«2) Y^{z) sen ic <r + Fj («) = 

, lo STiluppo (61)]sarà applicabile fra — ^-e | f ±^al più esci, j 

9 .quando per ralori convenienti non interi ma comunque 
9 grandi di k^ e per 2r=/:„+*V ^^ modulo M| di sen icz {p-^Ben icz) 
9 si riduce alla forma M]=(i| cosh' tc y con (t^ discosto da zero 
, più di un certo numero; e in questo caso i coefficienti 
» ^0 9% ^N dello sviluppo saranno dati dalle formolo: 



"-hm^^ff^:'^' 



2 



((^\ <«»=[ fiM eoa it X, "I /*/ra.)co8)ua;rf«. 



2 

s 

2 



i r Fj(Xm) COS K\n "I /*/» ^ 1 J 

^ " ""LF^(X,>en7uX,+7cF,(X.)cosirX,+P'2(XjJ^ 7^^;"'^ "^^^ ^''^' 

\ _ ^ ""2 

che sono quelle cui si riducono le corrispondenti del caso prece- 
dente facendovi F(z)=0. 

88. Ora, per trovare alcuni casi semplici particolari nei quali 
questo teorema è applicabile, osserviamo che per z ^=^ kn-^ % y 
si ha : 

M|*=^cosh'3ry — cos*7:A'H)[(«^+scn7cA'^co8h:ry)*-f (/4-cos7t/:„senhicy)'] , 

e prendendo à*h= — ?— si trova w.*i=( 1 A \ 1 4- — rs — ; 

^ 2 r 1 y^ I coshiry/ ' cosh^icy 

e quindi si ha subito in particolare che « ee trattandosi ancora 
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, della eqaazion« (62), moàp finisce per esser sempre inferiore 
, a uno più di una certa quantità diversa da zero q, allora 
9 (essendo e*<[(l — q)\ e |t4> 3)lo sviluppo (61) ove i coefficienti 
9 (^ìOn%K sono dati dalle (63) sarà applicabile alla soliti fan- 

^L ^C ^C 

, zione f^x) per a? fra — 2 ® 2 ^^ 2 ^ ^^^ ^^^' ^ •" 

Osservando poi che col prendere kn in modo che sia 
sen Ath ic = a, con « quantità diversa da zero da determinarsi, 

«h.H.,«=(l-^^^)-m«, con: 

° ^ cosn n y ' cosh'icy ' cosn ic y 

si vede subito che se f tende a zero al crescere indefinito di 
mod^?; e modp invece non si accosta a zero più di una 
quantità determinata q, e al tempo stesso finisce per non supe- 
rare mai V unità, o almeno i valori che prendesse superiori 

ad uno finiscono per essere prossimi ad uno quanto si vuole, 

1 
allora preso per es. a =-^ ;« ^ V*\ ^i^^ P^^ non essere mai in- 

a* . . 
feriore a —. più di una quantità piccola a piacere; e si conclude 

quindi come nuovo caso particolare semplice di applicabilità del 
teorema precedente che , se, trattandosi ancora della equazio- 
, ne (62), al crescere indefinito di mod^r il numero p o 

9 rrM ^Qclo A divenire sempre reale, e in valore assolato 

9 la sua parte reale non si accosta a zero più di un numero 
9 determinato, e non supera V unità o tutt' al più la sape- 
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di quantità che finiscono^ per essere piccole a piacere, 
M allora lo sviluppo (61) ove i coefficienti sono dati dalle (G3) 

M è ancora applicabile alla solita funzione /(a;) per x fra — ^ 

» o 2 '^^^ 2 *^ ^^^ ^^^^'^ •• 

Si hanno così due casi semplici di equazioni della forma : 

Pi {z) senic 4? + Fg («)= 0, 

per le quali lo sviluppo (61) à applicabile, e evidentemente 
sarebbe facile di trovarne anche degli altri. 

Al solito poi da questi sviluppi per seni, e coseni se ne 

XKMSono avere altri per soli seni o per soli coseni fra e ^ ec. 

89. È utile ora presentare la osservazione seguente: 
Nelle applicazioni che abbiamo fatte nei §. 74 e seg. alla 
ricerca degli sviluppi della forma: 

1 °° 

ove X^, Xg,.., X„, . . sono le radici reali, positive e del prim' or- 
dine di una equazione h{z)=— [z)=0, abbiamo supposto che 

questa equazione a destra delibasse y e su quest^ asse non avesse 
altre radici che le stesse X^, X^,..., Xm,.. e la radice zèro. 

Se questo non fosse, e la equazione data, a destra sempre 
deir asse delle y o su questuasse, avesse anche altre radici, 
come pure, più generalmente, se la funzione indicata sopra con 
^{z)tc{z) divenisse infinita nello stesso campo in punti diversi 
da 0, X|, X^..., X«.., allora le quantità Yr, che sono i residui 
di ^z)tc(z)seutz nei suoi punti dMnfinito ii|,m,..,(i ,... di- 

versi da 0, X| , X^, . . • , X^. . , non sarebbero più uguali allo 
zero, e occorrerebbe esaminare anche la somma \ f dei residui 



l ' 
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Y corrispondenti ai punti d^ infinito (l^, m, . . • (t che cades- 

sero fra V asse delle y e la solita linea G'n • 

Però i risultati precedenti dovrebbero modificarsi voltante 
in questo che agli integrali (46) e (47) Terrebbero sostituite 
le differenze: 

e le condizioni che si avevano per gli integrali stessi ( o per 
quelli che ad essi corrispondono nei casi particolari) dovrebbero 
verificarsi per la parte reale di queste differenze. 

Ne segue che se la parte reale della quantità V 7,. avesse 

1 
per limite per n^^oo una funzione y^{i) di t che si annulla 
per ^=0, e che fra e ^q (0 e ^q ì^^^- ) ® finita e continua e 
ammette una derivata finita e atta alla integrazione, allora per 
gli integrali (46) e (47), o per quelli che loro corrispondono 
nei casi particolari^ dovranno ancora verificarsi le condizioni che 
si avevano per essi nei paragrafi precedenti; e le varie formole 
dovranno mutarsi col sostituire alla funzione X|(Q che allora 
si aveva T altra X| (^) — '^^(i); talché negli attuali sviluppi 
non si verrà ad avere un cambiamento altro che nel valore del 
1 

2 

In particolare dunque nel caso degli sviluppi: 

1 °° 

^ 1 

che corrispondono alle equazioni (52), (60) e (62) per le quali gli 

1 
integrali (46) e (47) hanno le proprietà volute e X^ (+0) = gì 

quando avverrà che le equazioni stesse a destra delibasse delle y 
su questuasse oltre alle radici , X^ , X^ , . . , \, , • . , ne abbiano 



termine 7:^^ . 



£1! 

anche altri tali che la somma corrispondente ^Tr abhia perli- 

1 
mite una funzione Xj(0 che ha le particolarità indicate sopra, 
allora gli sviluppi stessi saranno ancora possibili, con questo 
però che mentre in essi i coefficienti a^ e bn per n^l rimar* 

ranno ancora quelli che abbiamo dato sopra , il termine _ a^ 

invece subirà un cambiamento, inquantochè nelP integrale che 
comparisce in a^ a f{x) dovremo sostituire il prodotto 



[1 I ^ "^^^ , — ^ f[x\ essendo a\ il fattore che figura fuori del 
I* o _ 

detto integrale. 

È inoltre da notare che se i punti d^ infinito (i>'i • m . • . 
di 4K^) %jc{fy diversi da , X| , Xg , . . sono tutti di prim^ ordine , 
e f'i ) t's 1 • • so^^ ^ residui corrispondenti, si avrà 



w^ 



n=oo i 

90. Prendiamo ora a trattare il problema più generale 
posto già dallo Sturm ('*'), quello cioè di rappresentare una 
funzione reale f[x) della variabile pure reale x data arbitra- 
riamente fra a e ò in 'serie della forma S qn H(Xm , x\ con : 



ri 

Y{x) f{x) H(Xn , X) dx 
(64) 3.= "* 



f F(a?) E\\n , «) dx 

quando per tutti i valori di m diversi da n e per una funzione 
reale conveniente F{x) si ha: 

rb 
(65) / F{x) H(X«, X) H(X, , ar) (? X = , 

n Jonrual d« lioatiUa. Voi. I. 
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e le H(2r , x) per x compreso fra a e & (a e b incl. ) sono 
funzioni monodrome e continue di z che per semplicità saranno 
supposte sempre reali quando la x ha gì* indicati valori fra a e i 
{a e b incl.) e la « ha i valori X^ , X^ , . . Xn , . . ; e inoltre le 
stesse funzioni ìl{z , x\ almeno per • questi valori partico- 
lari X| ,Xj I . . , Xf» , . . di ìT; soddisfano alla equazione differenziai^: 



(66) . 



A ( K ^H ì 

iX \ iX / 



+ j,H = 0. 



essendo E una funzione indipendente da z^ mentre g invece 
dipende anche da z; e le X| , {X^ , . • , Xm ; • . • essendo radici 

semplici di una certa equazione trascendente u{z) < 



Questi sviluppi rientrano appunto fra quelli considerati 
nei §§. 68 e 69; quindi sarà il caso di applicare V uno o 1* altro 
dei teoremi dei paragrafi stessi. 

Indichiamo perciò, per abbreviare con H,Hm,7m le funzioni 
H(2?,a?),H(XH,a?),5r(Xn,.'») respqttivamente; e osserviamo che essendo: 

avremo: 



(67) {9n-gn.)'Rn.En+^^KÌ^En, 



^X 



-a 



dx J 



0, 



e ammettendo che le Hm sian<} funzioni di x finite e continue 
fra a e 6, e che g |SÌa della forma F(x) v(«) + Fi(^) onde la 
differenza gn^gm ^si riduca al prodotto F(x) [v(Xm) — v(X«)], 
si troverà la formola seguente : 



Hm Hm(2X 



v(Xh)-v(X») " \ 






clie varrà per )m« diverso da X„; talché, onde col valore della 
funzione Y{x) che figura nella equazione (66) o nella seguente: 



-(69) 



lx(^'èy[^^')<'^'r^^^-)]^-^^ 
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soddisfatta la condizione (65), bisognerà che gli integrali 
eie radici X|,Xj,.«M^rM siano prese in modo che si abbia: 

\ ÒX IX Jb \ ^X ix J a 

per tutti i valori di X» e X^ diversi fra loro; intendendo ora e 
in seguito che le lettere a o b messe in basso a date quantità 
indichino che nelle quantità stesse deve farsi os=^ o a;=& re- 
spettiyamente . 

91. Fra i modi particolari di soddisfare a questa condizio- 
ne yi ò quello di supporre che per ogni valore di n si abbiano 
le due equazioni: 

K -~- — A' Hn = per x=a, 

ove h e h' sono due costanti reali qualunque, ineludendo in 
ciò anche i casi in cui K o -r-^ sono zero per x=a o a?=6, i 

quali quando non si abbiano singolarità in -^r— ** o in K corri- 
spondono a h' = h=0; e includendovi pure i casi di 
H„=0 per ar=5a o a?=6 che corrispondono ai valori limiti 
A' = + 00 oA = ±oo;e noi supporremo senz' altro che queste 
due equazioni debbano essere soddisfatte. 

Così essendo, osserveremo che, se sono dati a e ò e queste 
equazioni (70) non si riducono alle due Ka=«0 , E»=0, Puna di 
esse, per es. la prima, potrà servire a determinare il valore 

di Hn o quello di ^— ^ per x=a quando sia fissata Taltra di 

uX 

queste quantità, determinando così completamente T integra- 
le Hn che dovrà figurare nella serie S q„ Hm, e che, come abbia- 
mo detto, dovrà risultare reale per tutti i valori di :r fra a e 6 
{a e b incl.); e V altra equazione allora figurerà come una 
equazione in Xn che determinerà le quantità Xn; talché in que- 



£14 



sto caso per equazione u(z) = -y-r = si potrà prendere la 
seguente : 



«w 



-[■^^"H."»- 



Quando poi, per es. per x=a si abbia E=»0 senza che 
per x=b sia E=0, allora se sarà già stabilito di quali integ^li 
Hm della equazione (66) o (69) si vorrà fare uso, la seconda delle 
equazioni (70) potrà riguardarsi come quella che determina le 
radici X„ e quindi potrà prendersi per la equazione ti{z) = ; 
ma se per gli integrali H„ sarà dato soltanto il valore di EU 

quello di -Tr-^perrr=5, allora la seconda delle equazioni (70) 

oX 

medesime potrà farsi servire a determinare V altro di questi 
valori, e in tal caso potrà prendersi a piacere la equazio- 
ne m(j^)=0 che deve determinare le quantità Xn; mentre infine 
se le equazioni (70) si ridurranno alle due Ka=0 e Et^O, 
allora rimarranno pienamente indeterminate le due costanti 
arbitrarie che figurano negli integrali delle (66) o (69) e potranno 
prendersi a piacere e anche funzioni di ^ , come potrà pren- 
dersi a piacere la equazione u(z) => che deve determinare le 
quantità X„; salvo bene intes(> in ogni caso a procurare che gii 
integrali H non presentino singolarità né rispetto ad x né 
rispetto a z nei campi ove devono considerarsi, e siano reali 
pei valori X| , X3,..,Xn, « ., di z e per qualunque valore di » 
fra a e &; e riservandosi sempre di esaminare se sia o nò 
possibile di soddii^fare alle varie condizioni dei teoremi dei §§. 68 
69 prima di potere assicurare che lo sviluppo £ $« Hn è 
possibile nei soliti casi per una funzione reale f{x) data arbi- 
trariamente fra a e b. 

Similmente, se saranno dati per es. gli integrali H^, senza 
però che si conoscano i numeri a e &, e questi numeri per 
valori convenienti delle costanti h e h' potranno determinarsi 
in modo che riescano identiche le equazioni (70) qualunque 
9Ìa X|i7 allora ruparrj^ ancora pienamente indeterminata la equa- 
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ziona fi(z) =: che determina questa quantità X^ ; e Io stesso 
accadrà se, essendo dati per es. soltanto a e uno dei ralori. 

J) H 
Hm -r— ^ per x=a^ si potrà determinare V altro di questi 

▼alori H» -r— ^ mediante la prima delle (70) e il £ mediante 

la seconda. 

92. In ogni caso però se F{x) è reale e non cangia mai di 
segno per x reale e compreso fra a e b; e se per ogni valore 
reale o complesso di z in un campo simmetrico attorno aliasse 
reale, la 'S{z , x), considerandovi anche x come variabile com- 
plessa, è funzione di x monodroma, finita e continua in un certo 
campo connesso G che racchiuda i punti a e 6, allora la condi- 
zione (65) fa sì che le radici della equazione da considerarsi 
tt(^) = debbano necessariamente essere reali quando questa 
equazione è la seconda delle (70), o la H» = 0, o anche, più 
generalmente, quando essa è tale che ammettendo una radice 
complesHa dovesse necessariamente ammettere anche la sua 
coniugata. 

Supposto infatti che X» e X^ fossero due radici co- 
niugate della nostra equazione u{z)=0^ sarebbe per x reale 
H(Xfl„ic)=P+t Q, H(X„,j?) =P — f Q essendo P eQ certe funzioni 
reali di x, e allora la condizione (65) si ridurrebbe alP altra 

b 

F(x) ( P*-f-Q* ) d a? = ; quindi , poiché questa porterebbe 
a 

P=Qss=0 (perchè F{x), P e Q si suppongono naturalmente con- 
tinue ), le funzioni H(Xm , x) , H(X„ , x) come funzioni di x sa- 
rebbero zero in tutto il tratto rettilineo (a , &) e quindi anche 
in tatto G, e questo non può essere. 

9S. Ag^ungiamo che quando la nostra H(z , x\ considerata 
come funzione delle due variabili z e x^bì mantiene finita e con- 

tinua msieme alle sue denvate prime e seconde r — , t— i x % 

per tutti i valori rei^ iìx ijc9^aeb(a^b incl.) e pei vulori com- 



L 
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plessi di z in intorni dei punti X« (*), e per questi yalori di x e di f 
essa soddisfa sempre alla equazione (66) o (69); e inoltre o si 
ha E=0 per a?B=a, o è identicamente soddisfatta la equazione 

H==sO r altra K r V H=0 per x^=^a e per qualsiasi Ta- 

lore di z negli indicati intomi , allora sarà facile di troTare 

anche i yalori degli integrali / F(a;)H^' Ax che figurano nei 

00 

coefficienti {^ della serie 2^ j^ H„ • 

Si osservi infatti che cambiando nella (67) il X^volz^ (il 
che ora può farsi) , e integrando f ra a e :r si ottiene la se- 
guente: 

che varrà per x compreso fra a ^ h [}% t h incl.) e per qual« 
siasi valore di z negli indicati intorni; e siccome, per le nostre 
ipetesi, il primo membro è una funzione continua di b per 2 = X«, 



/FW 



il suo limite per z^=\% sarà V integrale / F(j:) Hn^ d x. 

Invece a causa delle nostre ipotesi il limite del secondo 
membro sarà [y'(j) ^ V^ j ^ 3 a- °-*ixìtzJ\ ' <>▼'««» 

Z ^^ Aj, 

-TTT— N^^l "TV- -^ — HuT^T-r- 1; dunque facendo x = 6 e pas- 
v(Xn) \<)X«()» ^IXn^xJ ^ ^ 

sando al limite nella formola precedente, si trova sùbito che 

sotto le fatte ipotesi V integrale cercato è dato dalla formola : 

(71) /P(ar)H«<to = 4-^Kt(-^-|5!L_H, ^^ 



/F(x)H.« 



« 

n" 



V'(X«) \àX, 'ÌSX "òXn^xJ 





n S* intende che qui si parla di contìnnità rispetto allo TariabUi t e sp prae 
insieme. 
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e se h sarà finito a causa della seconda delle fonnole (70) si 
poIsT^ anche scrìvere: 

(69) jrJ,.,H..^=^,[H.(4^-K^-); 

xExeiìtre se A è infinito, riducendosi la seconda delle (70) a H»s=0, 
si ayrà: 






» 



donde risulta anche che se, come supponiamo, F{x) e Hn sa- 
ranno sempre reali per x compreso fra a e 6 e F{x) non mu- 
'terà mai di segno in questo intervallo, le varie condizioni che 
abbiamo poste per giungere a trovare il valore dell* integrale 

'6 

F{x) Hn^dx non potranno coesistere quando per x=b sia zero 
a 

il K, o lo Sia Hn insieme a -r — o ar-Y-»o^8iazeroper2f = A» 

X Kf^ 



Ja 



anche la derivata rapporto a z della espressione 



^x 



]; 



X 



e allora per avere il valore delP integrale precedente converrà 
seguire altri processi. 

S* intende poi che nelle fonnole ora trovate per l'integrale 

h 

F(a;) Hn' àx^ a Xn potremo anche sostituire z purché 9 sia in 
a « 

quei campi nei quali con x compreso fra a e & la funzione H 
soddisfa alla equazione (66) o (69) e alle altre condizioni poste 
sopra. 

94. A questo inoltre aggiungiamo la osservazione seguente. 
Quando è data la equazione differenziale (66), ponendo H=>tP, 

ove r è una certa fm^eione di ar, e calcolando con questa il r— 
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i il A 



e poi il ^ ^"^ ^ , e sostituendo nella precedente si trota: 



K'ìT«+!TF+^^iS+h+-^^/^= 



donde, moltiplicando per t si passa alla equazione 

che è della stessa forma della (66) ; e il t pnò prenderli m 

modo che il coefficiente g r*+^ — ^-- — - di P o quello K t' di 
r— soddisfino a certe condizioni speciali. 

V X 

Così per es. se jr è della solita forma F(x) v(2f) 4- F|(*)i 
presa per t una funzione della sola x in modo che sia: 



u ^A 



^ + {Fi(aj) + cF(x)}r = 0, 



con e costante arbitraria, la equazione precedente dlTerrà: 

(") ix I »•?(') Iv(»)-»|P=0, 

cioè prenderà la forma cui si riduce la (69) nel caso partico- 
lare di Fi(x) s= , donde apparisce che nella (69) stessa pò* 
tremo supporre sempre ridotta a zero la funzione F|(rr), salvo 
a sviluppare poi f{x) , anziché per funzioni Hm , per fanzioni 

Pn o —, essendo t una funzione della sóla x determinata dalla 

equazione (72); per modo che applicando Io sviluppo in serie 
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2 q^ F^ a -^^-^ invece che a /T[a?), s' intende che sì verrà ad ot- 

tenex'e anche Io sviluppo £ qn Hn di f{x) per funzioni H», con 
sole differenze nei coefficienti q^ della serie, i quali invece di 
essere dati dalla formola (64) verranno dati dall* altra : 

(74) 2» = 



£ 



dx 



95. Si può poi aggiungere che se per un valore conveniente 
della costante arbitraria e si ha F^(a?) + o F{x) == — :^ con (Ji 
costante, la (72) diverrà: 



ìix^x\ ^x J ^ «)a?' 







e quindi indicando con p una costante arbitraria, si avrà : 

donde si otterrà x con una sola quadratura; e in particolare, 
se {L è positivo, prendendo p = si troverà : 

logt=V(i. / -^ + logC|, ovvero t^q e V K , 

essendo C| una costante arbitraria, e di f^ potendo prendersi il 

valore positivo o il valore negativo. 

Invece se jt è negativo, supponendo |? positivo, si potrà 
prendere : 



-|/4-(''=f/r+'.), 



ove i radicali possono prendersi col segno che più ci piace. 



220 

96. Ciò premesso, passiamo a studiare gli STÌIiippi 
2 ?n Hh, ove H^ soddisfa alla equazione (66) o (69) nella 
quale, come abbiamo detto, può sempre supporsi Pi(^) = 0, 
e le qn sono determinate dalla formola (64). 

Ammettiamo per semplicità che i punti X» siano tutti a 
destra delPasse delle y, e le funzioni H(2r, x) , siano come nel 
§. 93, finite e continue insieme alle loro derivate prime e se- 
conde per tutti i valori di x fra a e ò (a e & incl.) e pei valori 
di entro gli ^intorni dei punti X^ ; e di più queste funzioni 
13i{z, x) come funzioni di ^, siano monodrome e continue anche 
entro i soliti campi formati dalle lìnee Cm ; e al t^npo stesso o 
sia K = per x=a , o per x = a e z compreso negli indicati 
intorni sia soddisfatta identicamente la equazione H=0 o Faltra 

ÒX 

Allora per quanto si disse ai §§. 90 e 91. K» non sarà zero, 



e la equazione K- /» li 



O^che corrisponde ad h finito, 



o r altra H5=«=0 che corrisponde aA=±oo non saranno sod- 
disfatte altro che da valori particolari di z che saranno reali 
e non soddisfaranno alla respettiva equazione derivata; e di 
questi valori quelli positivi noi dovremo prenderli per le radi- 
ci Xm; quindi nel caso attuale se A è finito avremo, colle nota- 
zioni dei paragrafi precedenti: 



u{z)= ^ 



(75) 



w{z) 



K — 

^X 



-»h1. 



'^F(.,H..^=^|a(»|--K,^)]- 



(H«)t«'(X,) 



e se h ò infinito avremo invece: 



^ ' w{z) 



(76) 



lk,n,s.=^l(Km, 
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talché pei teoremi dei §§. 68. e 69. noi possiamo affermare che 
onde esser sìciiri che la fanzione f{x) si possa sviluppare pei 
soliti punti X tra, a e b secondo la serie £ qn Hn, quando h è 
finito occorrerà prendere ad esame Tuna o l'altra delle due 
espressioni seguenti : 






v' (2) H(«,a) /FCa+O E{t. , a+t) d t 
-'0 



[4!- 



1 



+ it(a , ^ «) 



(2z 



L^I-hI 



♦Wi, 

■STr 

1 



ove le Yr sono i residui delle funzioni sotto gli integrali nei 
punti d' infinito che esse hanno entro C» diversi da X^ ,)^,.»^»; 
e nella prima ^ (a , ^ , #) è una funzione monodroma e continua 
entro G» che si annulla nei punti X^ , Xj,.*^)- ^ P^^ prendersi 
aguale a zero senz' altro , mentre nella seconda ^ (z) deve 
soddisfare alla condizione ^'Q^n) m'(^) — ^(^n) u' ' (Xn) = , e«- 

' " ef{z) deve determinarsi colla 



sendo u (f) = 



KV=^-AH 



d X 



ò. 



condizione che sia: 



(79) ?'(X«) 



v'(X«) «'(X.) H(X« , a) / F(a+0 H(X. , a+f) rf< 

^/o 

<KX«) H(X, , 6) 



Se poi h è infinito, allora invece degli integrali precedenti, 
dovremo esaminare gli altri: 



(80) 



^ ^ , v'(?) H(« , a) / F(a+OH(«.«+Oi< 



+ n{a,t,z) 



dz 



m^ 



U{z , 6) 



-2^r 



1 
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con <|.'(X») H'(X, , 6) - «KX») H"(X, , 6) = 0, e : 

v'(X,) H'(X, , b) H(X, , a) / F(a+OH(X« , «+«)<« 
(82) 9'(X.) = •-'O 



-KXh) ( 



5a? yj 



ore 8^ intende che H'(X|„ b) e H'^Xn, b) siano le derivate dì 
H(j9,ò) prese rispetto a z per 2? =Xn ; e mentre le (77) e (80) 
dovranno soddisfare alle condizioni che si avevano per la (40) 
nel teorema del §. 68, le (78) e (81) dovranno soddisfare alle 
condizioni che si avevano per la (42) nel teorema del §. 69. 
Siccome poi la equazione (69) ci dà: 



v(^) Jm E{B,x)dx=.^(K g) +(^^) -JU^) H(^ , 



x)d 



potremo trasformare le espressioni precedenti per mezzo di 
questa formola ; e nel caso particolare di F| {x) == 0, avendosi 
di qui: 

(83) _(n.+OH(„ .+.)*— ;i, \U g)^_^-(K ^ j . 

potremo sostituire nelle stesse espressioni invece delP integrale 
/ P (a+O H (2ia+0 d Ma quantità perfettamente conosciuta 

_ «-ÌCk^) -('Ki5^ 1 

v(^)r\ ^ xj ^ \ i xj^y 

Quando però dopo di aver fatta questa sostituzione la de- 
terminazione di ^(^), lo studio delle espressioni precedenti 
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difficile, allora potrà tornar comodo di non fare la sosti- 
ione medesima e non eseguire la integrazione rispetto a t ; 
sciando cioè il rp'{z) sotto le forme che si ottengono dalle 
9) o (82) col cambiarvi X^ in z, o sotto forme simili j e poi 
elle varie formole incominciando coli' eseguire le integrazioni 
rispetto a a, invece che rispetto a t^ ec, come chiaramente 
Bkpparirà nel trattare il caso speciale di cui fra poco ci occu- 
iperemo. 

E se le espressioni precedenti, non soddisfaranno alle con- 
dizioni che si avevano per la (40) o per la (42), ma presen- 
teranno la particolarità menzionata nel §. 70. allora invece dello 
«viluppo S qn Hw per rappresentare f{x) si avrà V altro simile 

d ar-(-2 </« H„, ove X| ha il significato attribuito- 






gli nel §. 70. medesimo, e le q» sono date ancora dalla for- 
inola (64). 

97. Applichiamo ora questi risultati allo sviluppo delle 
funzioni di una variabile reale f{x) per funzioni H(XhT), ove 
le Xh sono le radici reali positive e del prim' ordine di una 
equazione trascendente che verrà poi determinata, e le H{zx) 
dipendono per ogni valore di ^ e di 2; da una classe di equa- 
zioni differenziali della solita forma: 

i^ + j F(») .(«) + F, (I) I H=0 . 

Giova prima però determinare quali siano queste equazioni 
e fare un breve studio su esse ; e per questo osserveremo che 
ponendo a: = £, e indicando con E' la derivata di E rispetto 
ad 07, dovrà aversi: 

* js* + K Si + j K \x) + K r~"' 

ove H ora è funzione della sola £; e quindi, dando ad x un 
valore costante qualunque e indicando con a, b e e coefficienti 
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costanti, e con |i(£) una funzione couTcniente di £, si vede che 
H (£) dorrà soddisfare a una equazione della forma : 

donde, tornando a porre 2; a; al posto di £, si ottiene Taltra: 
ovvero, moltiplicando per x : 



am\ 






^ + lbx^~\{zx) + cx^ ^]H=0, 



do? 

essendo ora H funzione di 2x . 

Ne segue che la equazione data deve necessariamente avere 
questa forma, e quindi deve essere : 



F{x) vW + F,{x) = b x^%{zx) +c/~^ 



da cui: 



F(a?) v'(fl^) >= b x^^^ jj/(2?a?) , ovvero \l{z x) =» — — v'(^), 



bx 



ciò che porta che sia: 

F(x) 

z v"{z) 






a, 



Fix) -| v'(2) ~~ * ' 



L bx''-' J 



ovvero : 

bx 
essendo a|, e?, d^ costanti arbitrarie; quindi, se a^ non è— 1 



I 
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dovrà essere (jl {a x) = {z x) *'^ -] d^, e se a^ = — 1 

dovrà essere ^.{zx) == d d^ log zx -{- d^^ con d^ nuova co- 
stante arbitraria, per modo che le sole equazioni che potreb- 
bero ora considerarsi quando H è funzione di^o;, sono le 
seguenti : 



^^y+^«-2(j/.+i/«+' + ,)H=o, 



(84) { ^-^ 

con a, h, Cj df costanti arbitrarie T ultima delle quali è diffe- 
rente da — l ; e quando II è funzione della sola variabile x 
(o per z=^ 1) esse si riducono alle altre : 



(<' 



a^^H\ 



(85) <;' ^ ^ 



p' + x'^\bx''^+' +c)H=0, 



/ 



\ ^X J a 9 

. ^ 3.^ + ^"-'(ft log ar+c) H=0 , 

la prima delle quali quando a = c== 0, a^ = b=*l si riduce a 
quella che definisce le funzioni sen x e cos x', e quando 
a=a^ =6==l,c= — y^ si riduce a quella che definisce la 
funzione di Bessel I^('^). 

98. Noi qui ci occuperemo soltanto della prima di queste 

equazioni; e allora volendo fare sparire il termine ex si 

Wzx) 
porrà come al §. 94. P= ^, essendo t una funzione di » 

determinata dalla equazione : 



^l ^\r 



^ X 
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OTe e' è una costante arbitraria che gioverà prendere ug'uale a 
zero, per modo che si abbia : 



i^t\ 



(86) \^ ^^) 



a-2 



-j- ex X =0 , 



e così la prima delle equazioni (84) si ridurrà alla segnente : 

Ora, se m^ e w^ sono le due radici della equazione 

m* — (1 — a) w+c = 0, si vede subito che x=Ax ^-^-Bx ^, 
con A e B costanti arbitrarie, soddisfa alla equazione (K6); e 

noi, supposte m^ e m^ reali, prenderemo t=jr *; e così po- 
nendo 2 v=2 Wi-j-a — 1, 2 ;x =« «1 4' 1 t 1* equazione ultima 
diverrà: 

2V+1 DP\ 



/x 



ÒX 

ovvero : 



^+6/'^x'''^+^-'P=0, 



'j^« + (2v+l)- + 6«''x'' P=0, 

donde, applicando il processo d' integrazione per serie colla 
formola di Taylor, e facendo le verificazioni richieste da questo 
processo, si trova con facilità che se [i è diverso da zero e po- 
sitivo e — non è un numero intéro negativo, uno degli in- 
tegrali Pw {^^) di questa equazione è dato dalla formola: 



.^2v +%)^ 2.4.|J.«(2v+2ttX2v-f 4{i) 

boj zxf ^ , 

■2.4.6.jtX2v+2;i)(2v+4-x)(2v+6J0 ' 
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e x^^^ì ?„, {x) viene ad essere un integrale della prima delle 

equazioni (85), come {zx^^^^iPm rzx) lo è della prima delle (84). 

Osservando dunque che, essendo m^-\-m^ = l — a i'due 
numeri 2mt-4-a — 1, 2m^-("^ — 1 sono ambedue zero 8e|m|=W2, 
e negli altri casi sono uguali e di segno contrario, si vede 
subito che insieme a 2 v=2 m^ -^ a — 1 , noi possiamo porre 

— 2v=2wj4-« — 1; « allora, avendosi m^= — |-v, 

»ij = — ~ V, e quindi c=j«i»Mj = I — — ì — v', la 

prima delle equdzìoni (85) coli' introduzione della coatanfce 
V invece di e, assumerà la forma seguente : 

(87) \ ìixj ^ a-il 2(1 n-ay 



ix 



-\-x 



6/^+(l^«J_v«JH=0, 



nella quale ci limiteremo a supporre a e b reali e \i diverso da 
zero e positivo. 

E per quanto abbiamo visto, noi potremo intanto asserire 

V 

che se il rapporto - è un numero diverso da zero e fratto, e 

A e B sono due costanti arbitrarie, i due integrali della 
equazione (87) che qui consideriamo sono i seguenti : 



1- 

~2 



-+v(, j/l^ t«X 



4[1. 



^* ■ l-o-^o-,^.T + 



1— 
Bx 



2.|i(2v+2iJ.) "^ 2.4.;j.«(2v+2(i.X2v+4ii.) 

_ b'x'^^ 

2.4.6 tf''(2v+2[i:)(2y+4|t)(2v+6ti,)+" 4 , 

"-'( bx'^ J>'-x'^ 

( 2.(i(-2v-[-2{j.) '^2.4.ii*(-2y+3tt,)(-2v-j-4|j.) 



2.4.6.|i«(-2v4-2ji)(-2v+4|j.)(-2v+6ix) 



?SR 



ebe possono indicarsi con A x P^ t^Wi o-"^ P_ (jc) , 

essendo A e B costanti arbitrarie e P (x),P (x) le quan- 
tità fra parentesi ebe sono integrali delle respettive equazioni : 

V+(2v+l),-i+fc^^ P=0, ^__(2v-l)--+6x»^ P= 

mentre se il rapporto — è zero i due integrali precedenti sod- 

disfano ancora alla (87) ma si riducono ad un solo, e se è 

diverso da zero ed è intero, uno degli stessi integrali soddisfa 
ancora alla equazione stessa (87) ma Taltro perde ogni signi- 
ficato ^ e quest'ultimo è quello per il quale il rapporto 

, V V 

corrispondente — o è un numero intero diverso da zero 

e negativo; talché fatta eccezione per quest'ultimo caso, i due 
integrali H della equazione (87) non difiFeriscono che per un 
fattore da quelle funzioni che ora abbiamo indicato con P , e 

d' ora innanzi basterà che noi introduciamo queste ultime nei 
nostri calcoli. 

99. Occupandoci ora delle funzioni P ^ per le quali |i è 

y 

diverso da zero e positivo e — se è negativo non è intero , 

giova premettere alcune loro proprietà prima di passare alla 
questione che vogliamo trattare degli sviluppi della solita fun- 

H {X„x) 
xione flx) per serie di funzioni P P^».^) ^ —'- 1 o anche 



X 2 +• 

H Ckx) 



se vuoUi per serie di funzioni ; 
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Serriamoci perciò della variabile z invece che di a; o di sfx^ 
e osserviamo in primo luogo che si ha : 



»,ft^^^ ^ 2. t>.(2v+2it)+2. 4.j«.«(2v+2{«.) (2v+4it) 



■2.4.6.|j,3(2v-j-2().)(2i/4-4tt)(2v+6{i) 



+ -M 



e P (^) soddisfa alla equazione: 



(88) .^-J+(2v+l)^+i/'^-'P=0,o V_j£;,+ j,»v+2,.-,p^0. 

intendendo sempre che anche se |i. è un numero fratto e 

jr=pe sia ar=p ^ e^ , ec. 

Avendosi poi dalla precedente: 



O»', 



p M^ ^^'' )1_ ^^''^ I 

»,u^'' 2v-}-2ji. / 2.{fc(2v+2ti.+2{«.)"^ 



6^^'"' 



• • • • 



2.4.[i.'*(2v4-2|i+2|i.)i2v+2ii.+4ii) 
si trova subito la formola notevole: 

che esprime la derivata di P (z) per la funzione P , {z)i 
e poiché questa formola ci dà : 

/'O iMv 2(^-2 , 2[1-1 

P" (,) = _ (v^i^l — p (,)^6/J: p' (,)= 

-,f*^ ^ 2v+2|L ^+.^,f^^ ^ 2v-)-2{i. ••'+f*.f*^ ^ 



V. 
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eliminando con queste P' (2) e P\ iz) dalla (88) si ottiene 

r altra : 

(90) P^ Jz) = P^^^_^(,) - (-2H^2i;)(2v+4/v+8„. (')' 

che esprime la P^ _^(«) per le due P,^,,/«). Pv+2»,fx('> ' ' *="' 

indici sono superiori di [i. e di 2|i.. 

Osservando poi che dalla (89) si ha: 

e sostituendo nella precedente si trova anche V altra : 

che è pure notevole. 

100. Aggiungiamo che potendo scrirere.: 

p (»)_i — y> . Vi"' - 



^." 



2(2^+2) 2.4 (2^^ +2) (2^ +4) 






2.4.6(2j+2)(2^+4)(2^+6) 



+..• 



si vede subito che si ha P (^) = P ^ , — ) talché pro- 

priamente quando siano studiate le P (2) lo sono anche le 
P (2). 

V li. 

Noi per questo d ora innanzi non ci occuperemo altro che 
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delle P (z), che indicheremo più semplicemente con P^(^), 
giacché quando dalle formole che contengono queste P {z) 
^vorremo passare alle corrispondenti per le P {z) basterà 

V . . z* 
cambiare in esse il v in — e il a in — • 

(i li. 

E siccome queste funzioni P^ (^) Tengono a soddisfare alla 
equazione : 

(91) ^-^-i-+ (2v+l)-^^^ + bzP(z)=0 

che risulta dalla (88) facendovi (t=] , e sono date dalla serie: 

(92) P (^)=1 - -1^ 4 '''^ 



2(2v+2) ' 2.4(2v+2)(2v-|-4) 

2.4.6(2 v+2)(2v+4) (2 v+6)"^'"' 

si Tede chiaramente che alPinfuori di un fattore costante esse 

corrispondono a x I f y^ z \ essendo I^(j') una /unzione 

di Bessel; talché in sostanza gli sviluppi che poi troveremo 
per funzioni P^ saranno sviluppi per funzioni di Bessel. 

101. Ricordando ora che per v> — — si ha : 

Vi 2 V 

I (i) = A 2 / C08 (z C08 0)) sen <ùdiù. 

^ •/O 

ove A è una eostante, si può affermare che quando v^ 
sarà: 



f 2 V 

' cos (z cos (o) sen o) d (o, 




1 
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ove k è un coefficiente costante che è uguale alP inversa del- 
l' integrale / sen"^codo), o a _J_ ^+ essendo T il noto 

simbolo degli integrali Euleriani di seconda specie, e per 
semplicità si è supposto 6=1 senz' altro, non avendo del resto 
che da cambiare 2 in Vb z quando si voglia tornare a intro- 
durre in calcolo il numero 6. 

Posto poi cos ()D=-r; e a cos v z sostituito il suo valore per 
esponenziali, si trova: 



Pv(0 

~k7 



>/l;V-.')-''..+i£ri,_..r^. 



-/. 



1 . • ^ 

1 ±,%VZ V— - 

e (l-t?«) Vf, 

-1 



l 



ove s'intende che (1— -t?*) per i;=0 si riduca all'unità posi- 
tiva; e da questa formola, che vale quando v > — ^ e qua- 

lunque sia 2f, ci sarà facile dedurre un'altra espressione di 
Pv(2) per la quale basterà supporre che v non sia un numero 

intero negativo, ma bisognerà per essa che » sia diverso da zero 

e abbia un argomento 9 che non supera — in valore asso- 

luto, per modo cioè che i punti z corrispondenti cadano a 
destra dell' asse delle y, o su quest' ass« {z==Q esci.). 

102. Supponendo perciò ancora v ^ — ^ , prendiamo a 

considerare l' integrale / e ( 1 +m;') * dw^ ove %c è una 
variabile complessa u-\'iv^ estendendolo a un rettangolo coi 
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lati paralleli agli assi w e t? e coi vertici nei punti w= — », 

u?=«, w=^i-\-k^ tv^k — », essendo k un numero positivo grande 

1 
V — 

ad arbitrio, e intendendo che (l-[^t/;*) ^ per t(?=0 sia l'unità 
positiva. 

Siccome movendosi entro il rettangolo indicato non si 
gira attorno ai punti w==^±i che sono i soli che possono pro- 

1 
durre singolarità nella funzione e (1-|-^'*) ^» e siccome 
qvi and' anche in questi punti ±i la funzione stessa divenga 
infinita, essa lo diviene d' ordine inferiore al primo perchè per 

ora si ha v> — — , è certo che l'integrale ì q (1 -|-u?*) ^^ 

esteso al contorno del medesimo rettangolo sarà uguale a zero, 
e quindi si avrà : 

-J—i Jo 

e poiché, supponendo che l' indice di z sia situato a destra 
dell' asse delle y per modo che la parte reale di tr venga ad 
essere positiva, si vede subito che al crescere sempre più del 
numero positivo k il terzo integrale finirà per avere un modulo 
piccolo a piacere, mentre il secondo e il quarto hanno un 
valore determinato anche per A*=oo , è certo che sarà : 



1 



00 

f -— if?7 V ^ r — uzr — iz V — L iz y_J_ 

' e (1 -!?«) 2 dv=i e [e j l+(u+i) j ^ - e | l+(M-»y ( « 

donde si ottiene subito: 
— uz 



du^ 



JQ 



« —iz . l iz » - 



e 



e [l+(M+»)-f ^ —e [l+(«-«)*f * 



du, 
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per nna nuora espressione di P (z) che vale quando v y> — ^ 

e z è a destra delP asse delle y (quesfc* asse ora esci. ). 

Ora, quando z è reale e positivo, possiamo porr» uz — t; 
e allora sviluppando i quadrati fra parentesi, e facendo altri 
calcoli semplici, con osservare anche che, essendo 

±»= e può scriversi (±a) =e , ec. si avrà: 



2^ 



1 00 ' / f 2v+l \ I 

2: 2 ^ 



+. ' ' Vi) "' 



quindi sarà: 






fr 2 



('« -^KTrhC-^^'^'^U» ' !('+rj ^H-(i-iJi 



y 



ove le due quantità^ 1— |- j ^""^^ i f IH — - ì per j?= ±i t 



1 



8^ intende che si riducano a 2 ^ onde resti soddisfatta la con* 
dizione che (1+^^*) si riduca all'unità per fr=0; e questa 
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forinola che ora è dimostrata soltanto quando z è reale e 
positivo, è facile vedere che vale per qualunque valore di z 
diverso da zero il cui indice è a destra delibasse delle ^ o sa 
qae«t' asse (*). 

Si consideri infatti sul piano u-\'iv a destra del? asse v 
un contorno formato dall' asse w, da una retta che passi per 
l'origine e faccia l'angolo y con quest'asse, e dall'arco di cer- 
chio di raggio r racchiuso fra queste rette col centro all' ori- 
gine; e si prendano a studiare gli integrali 

— wz^xz V — -- 

e 1 1 "f ( w ± 0* j " ^'^ estesi a questo contorno . 

Posto fr=R e , sul cerchio sì avrà M-=r e * à%c=^iwdiA\ 
sulla retta f si avràu'==Re , àw=^ dR; e sull'asse m si 

•g. 

avrà w=u^ dw^^du; quindi, se x=pe sarà: 
r ^. y J. /.Y f(04-tó) 

'o 






essendo nel terzo integrale fr«=R e * , dtv=Q^^dR; e se l'argo- 
mento 04-a) del prodotto wz entro l' indicato spazio è sempre 

compreso fra — | e | (gli estr. esci.), il secondo integrale al 

crescere indefinito di r quando p è diverso da zero avrà per 
limite zero, e quindi sarà: 

JO Jq 

C) rino a questo punto il processo seguito per gimierere alla formola (94) 
concorda con quello tenuto da Lipschiti allapag. Ifc9 e seg. del voi. 56 del giornale 
di Borchardt nello studio corrispondente sullo funzioni di Bessel. Lipschtz limita 
così i suoi risultati al caso di » reale po«itÌTO. 
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ore r integrale del secondo membro è esteso alla retta 7; dal 

che apparisce che quando è compreso fra — ^5 © "s (S^^ ®str. 

esci.) V integrale del primo membro anziché alla retta u della 
quantità reali può anche intendersi esteso a una retta qualunque 
che faccia con questa un aagolo 7 pel quale Y-f"^ ^^^ compreso 

fra — 2 ® 2 ^8^^ estr. ± ^ esci.). 

In ogni caso dunque quando 9 è compreso fra — ^ ® ^ 
(gliestr. ±_- esci.) si potrà prendere 7= — 0^ e allora sarà: 

Jo Jo 

•e ora, potendo porre Bp=T, si trova: 

e questa evidentemente ci ricondace alla formola (94) che resta 
cosi dimostrata per tutti i punti z il cui indice è a destra 
delPasse delle y (questuasse per ora esci.). 

Se poi si osserva che la funzione Py {z) à sempre finita e 

continua, e se v > — o gli integrali che figurano nella (94) 

conservano un significato anche quando, essendo 0=±-^ , si 
ha st=^±ip con p diverso da zero, e allora essi sono i limiti 
per 8= ± ;r degli integrali che corrispondono a 9 compreso 

fra — o ® ó' *• ^® concludeià subito che la formola (94) vale 
anche suir asse delle y quando si escluda soltanto ilpunto J^=0, 
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e così la nostra dimostrazione può dirsi ora completa nel caso 
sempre di v > — ^ . 

101. Giova ora trasformare nella (94) i coefficienti di 

/ 2v+l \ / 2v+l \ 

Iz -r — zL e òenl z — tcj quando il modulo p 

di a è abbastanza grande e è fra — « ^ o fe^^ ^^^^' incl.)i re- 

stando sempre per ora v > — g.. 

Per questo osserveremo che si ha ; 

e nei due integrali del secondo membro sarà respettivamente: 

J£r^^i^ • (-ri(-^)'-'"?H.(-K): 

quando si prenda un valore conveniente per f ±^ J ^ , e s'in- 
tenda che (v— g)^ siano i soliti coefficienti binomiali ; quindi, 

poiché si riscontra subito che a queste serie è applicabile la 
integrazione termine a termine da a 2 p e da 2 p a oc re- 
spettivamente, si avrà : 



00 



Ora, si osservi in generale che qualunque sia il numero 
A' si ha per p assai grande : 
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f,-\h,= ex ^^<e (2P) j,i». 



'2p *'2p 

OTvero: 



f e-% dt< e (2p) 
2p 



per modo che, qualunque sia k, purché finito, gU integrali 
e -Vdt al crescere indefinito di p divengono infinitesimi di 

"'' 1 

ordine grande quanto si vuole in confronto a . 

Oltre a ciò si ha: 

.00 /.OO , / , « 



X^v-.^--(X-i ).-' 



2 



00 -, v-^+n 



/•«'. -t V 
— /et 
~'2p 



1^ 

2 



rfr. 



Aft -'2(3 X -^ap « 



'2p >^2p 



> 
1 



(n+2) (2p)»+»i 



con Ej^e-^P (2p)^ ' 2""" ^ qualunque siano i numeri ne q pur- 
ché n+2 sia diverso da zero e positivo e p sia abbastanza 
grande ; e inoltre per tC>q si ha : 



£39 

V K2p)" 



== (2p)»'|n-9', 

essendo Sg' inferiore al massimo dei ralori che prende 
e ^x^'^s ' ^ per t compreso fra e 2p, il quale si vede 

subito essere l — ^ I ; dunque si potrà scrivere 

evidentemente : 



+ 



ove le Om sono le quantità infin tesime d^ ordine superiore a 

• °° I 

r — t y I ^j 

qualsiasi numeio finito /et ^ cZr, egej;' sono 

•/2ó 



*^)'+ 



numeri interi positivi qualunque. 



tp z 



Ora, nonostante che le quantità ±— , ± t— abbiano per 

z tp 

modulo r unità, le serie che compariscono in questa formola 
sono convergenti e col modulo sempre inferiore a un numero 
finito, perchè applicando un notissimo teorema di Gauss sulle 
serie a termini positivi , si riscontra che sono convergenti le 
D. «« 
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due serie 2à n—n » ^ i — » ove ( v — ^ ) indica il ralore 

assoluto di (v"~2 ] ;<l^"q^® evidentemente, sostituendo nella 

(94) per k^ e per gli integrali precedenti i loro valori, si 

può asserire che se v > — g, e 2 è diverso da zero ed è a destra 
delP asse delle y o su questuasse si ha : 

p,. r(2v+l) r,, , ,, / 2v+l \ , _^ f 2v-fl 
PvW= TT^ |l+Tv(2r);cosf ^ T~^'r^ vWsenU ^- 

{2z) *r(v-hl-) 

essendo le ^^J^z) e y'vC-?) funzioni di z che quando il modulo di z 

cresce indefinitamente divengono ambedue infinitesime degli 
ordini 2.^ e 1.^ respettivamente. Oltre a ciò, avendo riguardo 
alla (94) e allo studio fatto sugli integrali precedenti, si riscon- 
tra che almeno quando v> g- queste funzioni 7,^(^) e 7'./:) hanno 

una derivata che al crescere indefinito del modulo di g diviene 
infinitesima dell'ordine 3." per 7v(^) e 2? per i J^z). 

Nel caso poi che v-j-g" © v — ^ non siano superiori a zero, e 

V se è negativo non sia intero, allora servendosi dapprima una 
più volte della (90) ove sia fatto 11=1, 6=1 'potremo espri- 
mere Pvp) per funzioni ^^,{z) per le quali v'-{-.r « anche 

v'— — siano superiori a zero; e dopo applicando a queste funzioni 

Pv'(5f) la formola precedente, si troverà che questa formola con- 
tinua a sussistere anche per la P v(^) da cui siamo partiti, quan- 
do tutt' al piCi si ponga sott^ altra forma il coefficiente fuori 
di parentesi, e le ^^{z) e le i Jijf) hanno sempre le stesse par- 
ticolarità; talché in conclusione noi possiamo dire che per le 
funzioni Pv(2?) per le quali v se è negativo non è intero, quando 

z è diverso da zero ed è a destra dell* asse delle y o su que- 
st' assii^ si avrà sempre: 
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C96) p,(,)=-^j^{l+T,(^)} cos(^«-^«)+Y'.Wsen(«-?^;r)j^ 

z * 

m 

ove Cy è un coefficiente costante, e le 7v(^) i y' (^) a^ crescere in- 
definito del modulo di x diyengono ambedue infinitesime degli 
ordini 2.® e 1.® respettivamente , e ammettono una derirata 
che diviene infinitesima del 8 ^ ordine per 7,(2:) e del 2.^ ordine 
per i^[z\ 

Al modo stesso e negli stessi casi si trora che si ha: 

ove le 8v(^) e i\{z) hanno la stesse particolarità delle fun- 
zioni TvW >Y'vW- 

104. Ritornando ora nel caso di v^- — , aggiungiamo 

fd 

che cangiando x xvl^z ^ poi t in ^t nella (94) con ^ diverso 

da zero e positivo, si trova: 

1 



2'"'' 



P,(?^)-*,— I 



z * 



1 .1 .. 1 



-K-^')!""' ' "i('+C'+('-£n*+ 



+ »-«enlpi'-^ 



')P''-'1(<=W>'1 



e per gli integrali che qui figurano si avrà la formola (95) 

— f ^ — 3^ 
nella quale sia cangiato e in e . 



Ora si 


ha: 












2p 

'0* ■ 


1 


00 
=0, Te" 


-Pt ,v- 


1 

s 


Jr= 





•ZI 



2 y ' 
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con O<0Q<il; e per n>0 si ha: 

1 
ore 0<0^<1, e M è il massimo valore di e~^^ t ^ fra e 2p o 

fra e 00 , di modochè M= ^— , con M,=l I 

Inoltre si ha per n-{-q diverso da zero e positivo: 

/e t 8 dxt= /e t ' 8 ' - — r-ri= 
^2p Ap ,"-^^+' 

V"^' («+2)(2p)"+'' 
OTO al solito <9'» < 1 , e M' è il massimo valore di 

,— Pt,v+j+g fra e 00, di modo cbè M'= ^^ con 

/v .4-1-4- fl \v+2-|-flr • j- ' ^ 

M' =( ) ' qnindi se v— j è zero o è negativo, 



prendendo g=— (v — o) «^ potrà scrivere : 






543 

se V — è zero o è positivo potremo prendere 2=0, e allora 



oo 






\ ^ */ O V-l- f * 4 W 




US^1«-^K-)+^^i^^^^4^ 



con O<O'0<[1; talché evidentemente sostituendo nel valore 
scritto sopra di Vy{^z) ai può affermare che quando v> — g la 
funzione Pv(P^) può porsi sotto la forma: 

(98) P(P^)= p^L ,^i j^''"^(^"-^^0+^,K^-^)i . 

ore le Ay e Bv sono funzioni di p e di 2; il cui modulo è sempre 

inferiore a un numero finito par qualunque valore diverso da 
zero e positivo (sia pur piccolo quanto si vuole) del numero p, 
e per qualunque valore di z diverso da zero, e anche di mo- 
dulo grande quanto si vuole, il cai indice cade a destra delibasse 

delle y o su quest^ asse; e p è il maggiore dei due numeri g- e v. 

Osservando poi che a causa della (90) si ha: 

Pfi ,) - P,^,(? » - p ,/ax'2v+<) %'^ "' 

e se — 1 <Cv< — 2 , indicando con P,,, , P/' le funzioni 

P , j P 1 y , g del secondo membro, si ha — ^ <v'<2 , v"> ^ , 
si vedrà subito che la formola (98) vale anche nel ^caso in 
cui — l<Cv<C — 2' ® ^^^^ applicazione ripetuta della formola 

precedente medesima si vede che la (98) stessa vale anche per 
qualunque valore negativo e non intero di v. 
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Osserrando poi che la (89) ci dà la formola seguente : 

ove F\ {^») indica la derivata di P^ (^) presa rispetto a 2^, sì 
potrà asserire che si ha : 

8_ ' 

(99) P'v (p.) = -lL__[A;eo3(p,-2l±i «)+B>n (?'-^-^^J; 

ore A'y e B'y hanno le stesse particolarità delle Ay e B^ 

sopra indicate, e p' e i\ maggiore dei due numeri ^ e v-|-l- 

Questi risultati ci saranno utili in seguito . 
105. Date ora tutte queste proprietà delle funzioni 
Py {z) , P'y {z) , Py (p2?) , V\ (p^:), passiamo a cercare se la solita 

funzione reale f{x) della variabile pure reale x possa svilup- 
parsi secondo una serie di funzioni Pv(\,-^)i o a:"-*Iv(>w„ar), ove le I, 
sono funzioni di Bessel, supponendo ora però che v sia supe- 
riore a — 1, e ammettendo al solito per semplicità che sia 6=1. 
In questo caso, soddisfacendo Pv(2:x) alla equazione: 



(100) 



X 

2y+l 



■^] 



rx — - + ^ "' Pv(^*)=o. 



le equazioni (67) si ridurranno alle due: 

2v4-1 v^ ' 

X — AT (5:a?)=0 per x=a, 

X — ; AP (ex) = per a?=ò, 

con A e A' finiti o infiniti, e ?^{^x) definito dalla serie che viene 
dalla (92) cambiandovi z m zx e facendovi 6=1; quindi poiché, 
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indo omv>— 1, la prima equazione diviene identica qualun- 
que sia 3 quando si prende «=0, A'=0, gioverà evidentemente 
intendere che T estremo inferiore a dell' intervallo (a,6) nel 
quale f\x) deve svilupparsi sia lo zero. 

Se poi come estremo superiore dello stesso intervallo si 
prende per semplicità V unità positiva, le quantità X^ dovranno 

essere radici della equazione x — c^ A P i?^) =0, 

ovvero deir altra: 

3 P (.) 

ove A è finito o infinito, e P.^^) è la funzione definita dalla 
formola (92) e soddisfa alla equazione (91). 

Ora siccome le P (^•^) sono sempre funzioni monodrome 
finite e continue di ^ e di x, basta ricordare quanto si disse al 
§. 92. per concludere subito che la equazione (101) per A 
finito o infinito, non avrà altro che radici reali e queste radici 
air infuori di quella zero che si ha quando A=0, saranno tutte 
semplici e uguali due a due e di segno contrario: dunque noi 
avremo sempre un sistema di radici reali e positive che potremo 
prendere per quantità X„ (*). 

Così essendo, noi cercheremo dunque se la solita funzione 

(•) Se, inTOce di considerare le funzioni Pv . avessimo continuato a consid- - 
rare le Pv.fx siremmo giunti ad una equazione che non sarebbe stata altro che la 
(101) stessa nella quale a v , • e * si fossero sostituiti '-, 1. -. Consoguente- 

mente essa sarebbe stata soddisfatta soltanto da valori reali di -\ e quindi se. Invece 
di considerare, come ora faremo, il campo a destra deirasss delle y, si fosse 
considerato queUo dei Talori .= oe* il cui argomento non supera In valore assoluto 

il numero ^ , allora, fatta eccezione per la ralice zero mi caso di /i=0, non 

avremmo avnt^ in questo campo altro che radici « reali e positive della equazione cor- 
rispondente, o queste si sarebbero potute prendere come quantità \^. 
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di una variabile reale f\x) data arbitrariamente fra e 1 possa 
svilupparsi secondo una serie della forma: 



Z^nP {Kx\ con qn= 



:)x Pyi\,x)dx 






(\x) d X 


quando si suppone che il prodotto f[x)x ^ sia atto all' inte- 
grazione neir intervallo da a 1 anche riducendolo ai suoi va- 
lori assoluti, e s'intende che le quantità X^ siano le radici positive 

della equazione u{z) = z— h P (^)=0 con h finito, o del- 
l'altra u{z)=Py{z)=0 che corrisponde al caso di A==oo , per modo 
che verrà già soddisfatta la condizione che le Jh e le Pv()si^) 
per X positivo siano reali; e noi per questa ricerca, applicheremo 
il teorema, del §. 69. 

106. Supponendo dunque M(;y) = P^(jr), o w(')==2P'v(^)~"AP>Wt 
e volendo applicare il teorema del §. 69, dovremo determinare 
due funzioni tp{z) e ^z) monodrome e continue a destra del- 
l' asse delle y e su quest'asse e tali che sia: 

Xt 2V+1 

(a+0 P^^\Mo^+t)\dt 



;o 

Jfl 2v+l 
' X P^-(X^x)dx 




^ÌK) uXK) ' 



2irjn 



come fu detto nel §. 69. stesso. 

Ora si ha dalla (68) cambiandovi \n in z: 
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£ 



xr P\ {zx)dx = ^\ -^ ^- V(zx) 



Q 2« ( Da; àjr «^ ' JaJa? ^3,^=1 

^ (eP« _P ?• _« P,?", ) =.1 (^ P«^+2 V P P;+ * P«J . 

OTC per semplicità con P , P' , P'' abbiamo indicato 

lP(z) D^PW 
P (z) , — ^r — 1 ^ ; quindi , fermandosi dapprima sul caso 

di u{z)=sP (z)^ si può dire che in questo caso sarà: 

XI 2V+1 1 1 

X F\{Kx) dx^t p'«^()^) _ ^_ ,,'i(x,) , 

come sarà anche: 

"'(>^«) P'v(>J >^- ' 

e potrà prendersi senz' altro: 

'0 
o anche per la (83): 



1 2V+1 rt 2«4-l 

¥.») 2Hn ' ? («)=2« P^(a «) / («4.^; "^ P^\{a+t)z\dt, 

9 •/O 



giacché le singolarità in questo valore di ^\z) non possono 
aversi altro che per ^=0, e le potenze di z sono tutte superiori 
a — 1 perchè v > — 1. 

Invece nel caso di u{z) = z YJ^s) — h Pv(r), con A reale e 
finito qualunque, si avrà: 



2i8 

/ X ^ P\{K T)dx = J^ l h (2 v+A)H-X«,. } ; 

Jq ^ f^ n 

e essendo, a causa del valore di u(z) e della (91): 

u' (z) = B V\ + (l-A) F v= - (2 v+ft) P'v — 9 P>, 

»»— (2 .+*) P-. - , p; - p _ (lrta?J±«p._. 

-«P'. + (2v+*-l)P^, 
e quindi: 

„',X„) = -?2^ jA(2v+70+V!, 

^„^^^ = ?^ j ft(2v+l) (2v+A) + (2v-l) )\ j , 
sarà: 



i 



j =2{/,(2v+/0 + X*«{, 




ifW) .tt".Xn)_ i A(2v+l)(2v+A)+:2v-li)«, ^ 

«l- (5^«) ~ «*' (>'-) >^.. ''(2 v+/') + A'. 

2v4-l 2X, 

.^ X„ +/i{2v + A)+X 



t 1 

n 



talché per soddisfare alle e indizioni relative a 4'(«) basta in 
questo caso fare in modo che sia : 



f (g) ^ 2v+l ■ 



22 



cioè prendere: 

7>r2v+/») +g ' 

e allora venendo ad essere: 
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^ JQ ^ 

m 

'b&sten anche in questo caso che sia come nel caso precedente: 




con 



VW =• 2V+1 

107. Segue da ciò che con u{z)=''P,^{z) sì avrà: 

(102) ^{z) = ^ , ?.. = p^)J f(''>'"'^\^ ''^'^''^ 
e con w(2!) =s 2? P\ (£r) — h P./^?) si avrà invece: 

e inoltre, ponendo p=a+^, avremo in tutti i casi: 
f(jr) = 2**"^'p^(ar)y p''+'p^.p«)d<; 

e siccome dalP essere: 

ove per semplicità indichiamo con P\{o(.z) e P'v(P^) le deri- 
vate di Py (a z) e P^ (P «) rispetto a 2, si deduce : 
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e quindi anche : 

si vedo chiaramente che potremo prendere in ogni caso: 

p* — a* 
e potremo valerci di questa espressione di ^{z\ e delle 
altre ^{z)=-^ con «(«) = Pv(^), o ,].(:) = *(?^^' 
con m(:) «= ^P'v(^) — A Pv(^ i P^r gli studi che ora abbiamo da 

fare sulP integrale r— . / ^^-^—r-jz — y Yr', talché, osseryando 

che in questo caso quando la linea C„ sia presa in modo da 

escludere il punto «^=0 le Yr sono tutte zero, la questione nel 
caso di u[z) = Pv(2?) si riduce all' esame dell'integrale: 

e nal caso di m(«) = 2 P'>(2) — A Vji^z) si riduce all' esame del- 
l' altro : 

./ 2V+1 






e si può notare che a causa della prima della formola (29) 
questi integrali rappresentano respettivamente anche le somme 

^' 2 r 2V-I-I 

(106) { 

» 2X*n „ / * 2y-fJ 
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nelle qnali X| , X^, . . , Xn , . . rappresentano le radici delle re- 
spetti ve equazioni Pv(2f)=0, zP\{z)^hF.X^)=0^ e n è il nu- 
xxxero di queste radici che cadono entro la linea C„; talché le 
proprietà che troveremo per gli stessi integrali o pei loro limiti 
oorrisponderanno anche ad altrettante proprietà di queste somme, 
o delle serie corrispondenti. 

108. ^Ciò premesso, passiamo dunque a cercare se gli 
itegrali (104)e'(105) soddisfano alle condizioni che si avevano 
la dijBferenza (42) nel teorema del §. 69. 
Prendiamo perciò il solito contorno rettangolare a de- 
stra dell'asse delle y coi vertici nei punti z=4li\ z=^k-\-ih\ 
sf=k — ih\ z= — ih\ essendo h' un numero positivo comun- 
que grande, e k un altro numero positivo che non è radice 
della equazione Pv(«)=0 quando si tratta dell'integrale (104), 
e non è radice dell'altra z P\{z) — h P^(^)«=0 quando si tratta 
dell'integrale (105); e dal campo rettangolare così formato 
escludiamo il punto «^=0 con un semicerchio di raggio e pic- 
colo quanto si vuole, e prendiamo per C„ il contorno in parte 
circolare e in parte rettangolare del campo che così ne risulta. 
Osservando che, come apparisce dalla formola (92), Pv(^) è 
una funzione pari di z, si vedrà subito intanto che le due por- 
zioni degli integrali (104) e (105) che sono estese ai due tratti 
di asse delle y che fanno parte di Ci» si distruggono fra loro 
identicamente. 

Similmente ,' osservando che nel caso dell' integrale (104), 
e così in quello dell' integrale (105) quando h non è uguale 
a zero, le funzioni che compariscono sotto gli integrali non 
divengono infinite per 2f=0, si vede subito che la porzione 
degli integrali medesimi che è estesa al cerchio di raggio 

6 dipendentemente dalla piccolezza di s ha un modulo piccolo 
quanto si vuole qualunque sia t, e quindi essa è uguale a 
zero. Invece per h==0 la funzione sotto l'integrale (105) di- 
viene infinita di prim' ordine nel punto 2^=0, e poiché, se è 

l'angolo polare, sul cerchio e si ha z=ee ^d9=^»id^^ e va 
da ^a — ^, si vede subito che in questo caso l'integrale esteso 



2b2 

r^2M-l 2V+2 2y+i 

alla detta porzione di cerchio è — (2v4- 2) / /? dt^oa — p , 

e 8Ì annulla soltanto per f=0, talché allora l'integrale (105) 
presenta una differenza dagli altri casi, della qual differenza 
dovremo tener conto a suo tempo valendosi delle considerazioni 
del §. 70. 

Per le porzioni rimanenti degli integrali (104) e (105), 
supponendo a compreso fra e 1 (0 e 1 esci.) e p==a-f-^ con 
t compreso fra — a -f-e' e 1 — a (e' diverso da zero e positivo, 
ma piccolo a piacere), potremo applicare le (98) e (99) pren- 
dendo cioè: 






2yJ-J 



P'./a2r) = ^^ n H 8^(05) jsen('a^—5!±licVs'^(a^co8^^ 

e similmente per PvCP^^), e P'v(pa); donde moltiplicando ec., si troTcrà : 

+ { a[l+8,(«)]T'v(p«)-p[l+S,(p*)]T' M } 8en(«-?d:l «) 8en(?« - ^^ =) + 
+ { «[1+Y,(P«;]8;(«)-P [14-T,(««)]S;(P0 } C08 {cj,- ^-^ «) eoa (? ^- ?^ =; .- 

I 

Si aggiunga ora e si tolga fra le grandi parentesi quadre 
un termine che differisca dal primo soltanto per esservi can- 
giato il seno in un coseno e il coseno in un seno delle stesse 
quantità; e dopo si osservi anche che le fonnole (98) e (99) ci 
danno : 
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t 2 

-+8";^)co«(^-^«)], 

ove y" (2) e S" (z) hanno le stesse particolarità di 7' (^) e 8' {2) 

respettivamente, e si sostituisca tutto negli integrali (104) e 
(105) facendo al tempo stesso altre piccole trasformazioni, col- 
Tosservare per es. che se ^ è compreso fra — a e 1 — a ( — a esci.) 
per la nota formola y(^+^)='f('p)+/«'f '(-^+8^) ove O^O^l si 
ha anche: 



«\v+l 



(ir=o+r-'+('+^).'C+'i) 



V— , 



1 



Si troverà allora che le porzioni degli integrali (104} e (105) 
estese alla parte C'n che resta dellUntiero contorno Cu dopo di 
aver tolto il semicerchio di raggio e e i due tratti di asse delle y 
si riducono alla forma seguente: 

t 
(107) ^fdit f^^ '^^^dz+1-, Cd tf%,dz, 

ove e non dipende da ^ e al crescere indefinito di mod z tende 

a zero insieme alla sua derivata e di ordine superiore al primo 

rispetto a -; il denominatore D è dato dalP una dalP altra 
z 

delle formolo : 

D= cos {z— ?^ 7c)4-S" {z) sen (^ ~ ?^ r) , 

D= sen {z^ ^}.^)^8'\{^) cos {z-^^ 1:) , 
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secondochè si vuole studiare P integrale (104) o il (105), e 
il X è della forma : 

V 

Xy=gi8enaycos p^-j-a^senp^cos ciLZ-\'q^9enfXJi;sen^z-\-q^cosixzco3^^^ 
ove le 3i, }j, ^3, ^4 sono funzioni di a, p e jr che, dietro qaanto 
abbiamo detto sopra intorno alle derivate di Yv, y'v» 8v e S*,, am- 
mettono una derivata rispetto ad a fra a e p il cui modulo, 
quando quello p di 2^ è abbastanza grande viene piccolo a 
piacere qualunque sia t^ purché compreso fra — a-f-e' e 1— a, e 
tale si mantiene anche moltiplicandolo per p o almeno allora 

resta finito; di modo che i moduli dei rapporti ^ , ^ , ^ , ^ 

per t fra -=— a+e' e 1 — a, e quando z ha un modulo p ab- 
bastanza grande, sono piccoli a piacere e tali si mantengono 
anche moltiplicati per p o almeno allora restano finiti; eoa 
questo però che quando e' divenisse più piccolo, si dovrebbe 
prendere più grande il valore di p onde gli stessi moduli con- 
tinuassero ad essere di quel grado di piccolezza che più ci piace. 
Si osservi ora che lungo i due lati paralleli alleasse delle r 
che formano parte di C'« si ha 5=0? ± f A' , d^ = dx ; mentre 
lungo il lato parallelo alP asse delle y si hB, x= k -^iy ^ 
dx = idj/, e negli integrali estesi a C'„ la variabile d'inte- 
grazione pei due primi lati verrà ad essere x, e sul lato inferiore 
andrà da a % e su quello superiore andrà da A; a 0, mentre 
suir altro lato per variabile d' integrazione potrà prendersi y 
facendola andare da — Ji ad h'. Si vedrà subito da ciò che 
quando a sia compreso fra e 1 ( e 1 esci. ) e ^ sia fra 
— a-f-s' e 1 — 0^1 nell'ultimo termine della espressione (107) 

le parti dell' integrale / estese ai lati paralleli all'asse delle x 

"... 
verranno coi moduli tanto più piccoli quanto più è grande il 

numero h' (che può essere preso a piacere), e contemporaneamente 
in quello esteso al lato parallelo all'asse delle y i limiti ± h' del- 
l' integrale verranno ognor più grandi. 

Considerando poi quella parte dell' integrale del primo 
termine che è estesa ai lati paralleli all' asse delle x^ osservo- 



',;t'0*^' ^"^^^^^^ '^^ ' t^''^''-' /.'^•'^^ 



/ -(' ^ 



M r ^: *^ 
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I".C^)-=-^, 1 1+Tv(^) j[cos(:- ^7-1::)+ Y'»sen(2-^^fi^) ], 



^+2 



x-p-vC*)-AP.(^) = - -"-f ll+8,W+^»{[sen(»-?^;r) + 



/-^- 



2v+I 



ove 7".(5;) e 8",^(:) hanao le stesse particolarità di TvW^^'-'C^) 
respettiramente, giacché si ha: 

e poi si sostituisca tutto negli integrali (104) e (105) facendo 
al tempo stesso altre piccole trasformazioni con porre per es. 
invece dei prodotti di seni e coseni le somme e differenze 
corrispondenti date dalla trigonometria, ec. 

Si troverà allora che le porzioni degli integrali (104) e 
(105) estese alla parte C'n che resta delP intiero contorno Cn 
dopo di aver tolto il semicerchio di raggio e e ì due tratti di 
asse delle y si riducono alla forma seguente: 

ove By al crescere indefinito di mod^ e per a e p diversi da 
zero tende a zero come -^, e può porsi sotto la forma -| es- 
sendo h una quantità che per tutti i valori di a e p fra e' e 1 
( e' diverso da zero e positivo ma arbitrariamente piccolo ) e 
pei valori di z il cui modulo è superiore a un certo numero k^ 
(indipendente da questi valori di a e p fra s' e 1) ha un mo- 
dulo sempre inferiore a un numero finito; il denominatore D 
D. „ 
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è dato dall'una o dall'altra delle forinole: 

D = cos (2? ^ ic) + t",(«) «en (« — ^^tc), 

D = sen (^- ^-^ic) + 8^(5) co» (# ^ ^ ic ) , 

secondochè si vuole studiare T integrale (104) o il (105), e 
il \ è della forma: 

V 

ove le ?o f ?n 93 ^^^^ funzioni di a , p e ^ che rispetto ad a 
e a p hanno la forma y(a)4^P) — f(?)M.^)\ ©; dietro quanto 
abbiamo detto nei paragrafi precedenti intorno alle derìrate 
di Tv 1 Tv 1 *v ® ^'v 7 le stesse funzioni g© ; 9i ® ft ammettono 
le derivate rispetto ad a e a ^ , e queste derivate al crescere 
indefinito di mod z e quando a e ^ non sono zero tendono a 

zero come -^ per g^, e come - per q^ e q^j e vi tendono an- 

' che con uguale rapidità per tutti i valori di « e ^ fra e' e 1; 

di modo che i rapporti p 1 7» ^-possono porsi sotto le forme 

V t V 

respettive - 1 -j + -« 1 - + ^^ 1 o^® '^ «1 e a^ dipendono 

soltanto da a e ^ , mentre le &o 1 ^1 1 ^i possono dipendere 
anche da ^. E si aggiunge che tutte queste quantità 
^i 9 ^ 9 ^0 9 ^1 1 ^i quando a e ^ sono diversi da zero restano 
finite anche al crescere indefinito di modi?; e^ come accade 
anche per b finche a e ^ sono fra e' e 1 (s' e 1 incl.), basterà 
che mod z sia superiore a un certo numero ^o ( indipend. da 
a e da p ) per far sì che i moduli di queste quantità a e i 
siano sempre inferiori a uno stesso numero finito per tutti gli 
indicati valori di a e di p. 

Ciò premesso, si osservi che lungo i due lati paralleli 
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a.ll'^asse delle x che formano parte di C\, si ha s^=x±ih\dz=dx; 
inentre lango il Iato parallelo alVasse delle y si ha z=k'{'ii/^ 
d sf=4dy^ e negli integrali estesi a C^ la variabile d'inte- 
grazione pei dne primi lati verrà ad essere x^ e sul lato infe- 
T-iore andrà da a ^ e sa quello superiore andrà da ^ a 0, 
xneutre sull'altro lato per variabile d'integrazione potrà pren- 
dersi y facendola andare da — K ad h\ Si vedrà subito da ciò 
che^ quando a e p siano compresi fra e 1 (0 esci.) e a-f p 
sia inferiore a 2, nell' ultimo termine della espressione (107) 



le parti dell' integrale / estese ai lati paralleli all'asse delle x 




verranno coi moduli tanto più piccoli quanto più è grande il 
numero ìi (che può essere preso a piacere), e contemporanea- 
mente in quello esteso al lato parallelo all'asse delle y i limi- 
ti ±K dell'integrale verranno ognor più grandi. 

Considerando poi quelle parti dell' integrale del primo ter- 
mine che sono estese ai lati paralleli all'asse delle x^ osserve- 
remo che ppr z=x ± i K si ha: 

sen i z sen tx . ., . senh t h' 

costi th +1C0S/ X 



t t - t 

= X cos t^ X cosh t h' ±i II cos t x cosh ^ A, 

ove ti e t^ sono compresi fra e t; e quindi, siccome t non è 
numericamente superiore a 1, anche quelle parti dell'integrale 
del primo termine della (107) che sono estese ai lati paralleli 
all' asse delle x al crescere indefinito di h' vengono piccole a 
piacere, mentre nell' altra porzione dell'integrale del primo ter- 
mine della (107) (quella porzione cioè che è estesa al lato 
parallelo all' asse delle y) i limiti db h' delPintegrale relativo 
ad y divengono ognor più grandi; dunque evidentemente, sicco- 
me queste ultime porzioni d' integr&le conservano un significato 
per ambedue i termini della (107) anche quando vi si fa 
h' =00 , noi potremo tralasciare senz' altro tutti gli integrali 
estesi ai lati paralleli all' asse delle x^ riducendo cioè Ja mede- 
sima espressione (107) alla seguente: 
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nella quale 5=fc-}-tV; essendo i un numero positivo che 
crescerà poi indefinitamente senza esser mai radice della equa- 
zione D=0, e pel quale potremo prendere in conseguenza 

^ — [-2» )^, k=^( — ~- +2»+l lo secondochè siamo 
partiti dairintegrale (104) o dall'integrale (105), essendo n un 
numero intero abbastanza grande; e in questa e^ o -^ possono 
prendersi sotto la forma: 

ove le Ci , a^ , & , &o , &i e b^ hanno le proprietà dette sopra ; 
•d è da ricordare che questi risultati valgono per ^tti i valori 
di a e di ^ pei quali p (come a) viene diverso da zero e com- 
preso fra e 1, e a-}-^ viene inferiore a 2; e in particolare 
essi valgono anche pel caso di a=l, purché allora t sia sem- 
pre negativo, e compreso fra e — 1 (0 e — 1 escl.)- 

Ora, per ^ = A: -j- * y ? con i «= f — ^^ + 2 n j ^ o 

'2v4-l \k 

— h2n-fl 1-, si avrà D=coshy(l+» Y"vtghj/), 

o D = cosh y ( 1 — i S'\ tgh y ) , e quindi sarà sempre 

P " ^^à^y (} "^ ^"7"^ + ?)' ""^^ *' ^""^ dipendere anche 
da 2 ma ha un modulo sempre inferiore a un numero finito 
quando mod z o Jc sono maggiori di un certo numero /f^, mentre 



i = 
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ch' è una quantità costante e sempre finita ('"); dunque la espres- 
sione (108) potrà ridarsi anche alla forma seguente^ 



4-, 

\1S 







!+:;■)-..+ (?+^)c«.[(.+P).-?^.]ij^ 



ove le nuove quantità V , h\ , h\ e h\ per a e p diversi da 
zero hanno le proprietà di restare coi modali finiti anche 
quando mod ; cresce indefinitamente, per modo anche che i 
loro moduli sono contemporaneamente inferiori a uno stesso 
numero finito per tutti i valori di a e di ^ fra s' e 1 (s' e 1 
ìncl.) quando A: è superiore a un certo numero finito k^ ( che 
è indipendente da questi valori di a e p). 

Ora, se nel secondo degli integrali relativi ad y si considerano 
i termini che hanno per denominatore ^^, e si osserva che i loro 

moduli sono superiori a ^ ^ , ove p è sempre finito quando 

a e p non sono zero , si vede chiaramente che gli integrali 

C^ d 
degli stessi termini sono inferiori a jp / ,^ . ^ ovvero a 



00 



A=Hy= 



^, e quindi essi e i loro integrali rispetto a t tendono a zero 

li 

al crescere indefinito di k^ e vi tendono anche con uguale ra- 



(') È da notare che, tenendo mente ai significati di 7'v(s) e $'y{z) o alle 
formole del §. 103, si riscontra subito che pel primo valore di D si ha o'=— »f v — - \ 

' 1 

e pel secondo si ha a'= — i(y — - — 2 /* )• 




sen tz 
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pidità per tutti ì valori di a e ^ fra Ej e 1 (sj e 1 incl.\ Lo st^esse 

accade degli altri integrali / ( - ) ^dt 1 —:; r-3 — rfy, 

Jo W J.oo^*^co5h-y 

/ - — To / -^ — r^-^y^ giacche si ha: 



= — - — co^ty'\-ico%tk — - — ^=tcos^|Aco8h ty-\-iytoBtkcos\ìUy^ 



eoa t z = cos < A' cosh ty — i sen t k senh ^ y , 

ove t^ e ^2 sono compresi fra e ^ e ^ non supera Tunità in 
valore assoluto, e si sa d^ altra parte che se non arriva a 2 

in valore assoluto gli integralijf^ ^^f'^if '/^ c"^''-* 

sono sempre finiti^ e tali si mantengono anche se la funzione 
sotto il segno viene moltiplicata per una potenza qualunque 
positiva di ?/; dunque indicando con A una quantità che per 
a e p diversi da zero tende a zero al crescere indefinito di k 
e vi tende anche con uguale rapidità per tutti i valori di a 
e ^ fra e' e 1 (s' e 1 incl.), l'espressione precedente si ridurrà 
all'altra più semplice: 



■00 , r, , cs 2V+1 

1 i "/RW-h-. at I 



1 rVPV+5 ^^ r^A.^', , .8en[( a+P)^-^«], ^ 



+'24 W "^^Xoo "^-^^l^ ^'^^' 

Posto ora per 2f il solito valore fc + 1 y , e fatto per co- 
modo a -|- p = 2 — t, basta sviluppare i seni e coseni che qui 
compariscono e traicurare quelli integrali che sono identica- 
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mente nnlli (perchè relativi a funzioni dispari di y) per giun- 
gere subito a trasformare questa espressione nelP altra : 

^ V+2 «> ^ V+- 00 

fl09ì— / {^^ ^^^^\ii f ^^^^y ^u «'* Cf^\ 8^"^^, Atghycoshifl/ , 

t v+i .. «^ ^t ^+i «> 

ai /* /R\ , / ^tghi/senli^.y , , 1 / /j3\ sentA, / co8h(a+3)!/j -r- 

-'0\ y _oo 2(l-a) -00 

■^ 2w / W a+p / * +y' cosh* y 

-2(1-0) -00 

,1 
t ^'2 00 

r/?\ co^lA-^^ Ar tjh_y8en h(a+p)y 

' 2(1— a) - -00 

1 ,1 

v+2 00 t ^i-g ^ 

3\ costfr /• Acosh(«+3)y . 1 f f^^aenxà - ysenh(«+p)y , , . 

l) i+? "^M (A»+-/-)coshV ^^2;r / \aj a+? '^' / (A«+y^)co8h*y ^^ 
2(1— a) -00 2(l-t-a) «^-oo 

ore derono prendersi i segni superiori o gli inferiori secondochè 

si studia l'integrale (104) o il (105), e t non è mai negatiro. 

Ora, prendendo a esaminare separatamente i varii termini di 

questa espressione, incomincieremo dall' osservare che il primo di 

sen tk/ QV+„ sen < , . / cosh t y, 

riducendosi così alla forma di quelli che si presentano nello 
stadio degli sviluppi di Fourier ; e siccome la funzione 

(^ I ^ / rs^ dy ha una derivata sempre finita 




" 
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rispetto a t, finché t non arriva a 2 in valore assoluto e f e a sono 

discosti da zero, e il suo limite per ^-=0 è l'integrale / — cr 

che è uguale a 2, si vede subito che il termine stesso è sem- 
pre inferiore a un certo numero finito, e per t positivo ha ^r 

limite jr- e per t negativo ha per limite — — , e tende anche con 

Ugual rapidità verso questi limiti finché t é discosto da zero 
più di e, e a e p sono discosti da zero più di e' . 

Osservando poi ehe il secondo e terzo termine possono ridursi 

compreso fra et, eie funzioni-^^-^^^^j— — , — —£%- — - 
sono atte alla integrazione fra — oo e oo , e ai ha .^ ^ K, 1 , 

— — < 1 , si vede chiaro che questi termini quando k è supc- 
Ite 

riore a un certo numero fc, sono numericamente inferiori a quel 

numero che più ci piace finché ae^ sono fras' e 1 (5' e 1 incl.) 

Per gli altri termini poi si osserverà dapprima che se a è 

differente anche da 1 , aL-{-^ sarà sempre discosto da 2, e le 

funzioni che compariscono sotto gli integrali relativi ad y 

e Ai saranno atte alle integrazioni anche quando si riducano 

ai valori assoluti e si sopprimano sotto gli integrali i fattori 

rj-j--2 , o g ^ portando fuori di questi integrali il fattore 

ad essi non inferiore -, ; dunque con a diverso da 1 tutti questi ter- 
mini saranno sempre finiti e tenderanno a zero al crescere in- 
definito di k ; e vi tenderanno anche con ugual rapidità se a 
sarà compreso fra e' e 1 — e^ e p sarà fra e' e 1 e discosto da a 
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X>iù di s (s , s , e^ diversi da zero e positivi ma arbitrariamente 
piccoli ); talché per a compreso fra e' e 1 (1 ora esci. ) è certo 
ohe tutta V espressione (108) al crescere indefinito di k tendo 

i^erso^ verso — -^ secoadochè a è positivo o negativo, 

e vi tende con ugual rapidità per tutti i valori di a fra e' e 
1 — s, e pei valori di i discosti da zero più di e e pei quali 
p o a-j-^ è compreso fra 6' e 1 (s' e 1 incl.) ; e al tempo stesso 
la medesima espressione (108) anche pei valori di i che possono 
considerarsi fra — s e s e poi valori di a fra e' e 1 — Sj è sem- 
pre numericamente inferiore a un numero finito. 

Per studiare ora gli ultimi cinque termini della espressione 
precedente (109) anche quando a si accosta indefinitamente ad 
uno prende il valore uno, osserviamo prima che se è un nu- 
mero fisso inferiore a 2, e 9 (y) è una funzione di y che è sem- 
pre finita insieme alla sua derivata anche al crescere indefinito 
di y , o tutt' al più per y = 00 diviene infinita delP ordine di 
una potenza di y, facendo una doppia integrazione per parti 
si trova: 



. .coshOy \ [ ,. senhOy, , 2 / 

/•OO /»00 

1 / ,, ,senh9y , 2 / 



00 



•00 ^^'^^ if •/ -00 ^ 

/•OO /•OO ^ 

, 4 / , cosh9y- 6 / . coshO// 
donde si ricava : 

/OO /-»00 

, .coshOy ^ I 'r vSenhOy, 

pCO /*00 

I 29- / „ .coshOysenht/ , , 6 / . .cosh9y , 



■i 



, . senhOy _ 
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e qnindi facendo 9=^a-f- p, e prendendo dapprima y (y) =.- 1 , si 
vedrà intanto che anche il quarto termine della espressione (109^ 
prende la forma di quelli che si presentano nello studio degli 
sviluppi di Fourier, e quindi, se a è diverso da uno, per k supe- 
riore a un certo numero h^ esso è sempre numericamente inferiore 
a un numero finito, e per A==oo ha per limite zero, mentre se 

/OO 00 

— T-rdv^= I — v-a- 4- 
cosh*t/ ^^ f cosh';y 
-00 "^-00 

/•oc 

•/—OD 



cosh^j/ 



-00 ^ —00 



si troverà che esso ha per limite + o o — o secondochè siamo 

partiti dall' integrale (104) o dal (105). 

Invece per il quinto e ottavo termine della espressione (109), 
sostituendo alle funzioni di i che vi compariscono i loro va- 
lori assoluti, e poi applicando le formolo precedenti col farvi 

?(y) ""lor^ ^ ?^^^ =» . ■ ^ a , si vedrà subito intanto che questi 

termini sono stmpre inferiori in valore assoluto a un numero 
finito, e se l'antica variabile ^ o la nuova t sono prossime a 
zero o a 2(1 — a) piCi di s, i termini stessi sono sempre nu- 
mericamente inferiori a p't ove p' è un numero positivo e finito 
indipendente da e . 

Similmente, osservando che per a -J - p ^ 2 le funzioni 

tghysenh(a-|--3)y cosh(a+P)y - ^ - - <^ 

-^ 7-z — -^-^ , , a sono sempre mferion a 2, e po- 

cosh^.(/ cosh*y ^ ^ 

nendo per esse 2 nel sesto e settimo termine della espressione 
(109), si vede chiaro che anche questi termini sono sempre 
numericamente inferiori a un numero finito, e se t o z sono 
vicine a zero o a 2 (1 — oc) più di s essi sono sempre nume- 
ricamente inferiori a qs ove q è positivo e inferiore a un 
numero finito indipendente da e; dunque, osservando che gli in- 
tegrali da a ^ (relativi a t) quando t è superiore a s in valore 
assoluto possono spezzarsi in due, uno cioè da a s e uno da s 
a f , e questi ultimi per quanto piccolo sia e ( per essere allora 
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ot-J-p discosto da 2 più di e) al crescere indefinito di k possono 
rendersi minori di quel numero che più ci piace, mentre quelli 
da. a e sono inferiori a p'e, o a 9' 6, si può evidentemente con- 
cludere che anche per a=l gli ultimi quattro termini della 
espressione (109) sono sempre numericamente inferiori a un 
certo numero finito, e al crescere indefinito di h hanno per li- 
mite zero; e quindi, riassumendo, si può ora affermare che 
quando oc, ^ , e ^ sono diversi da zero e a è diverso anche da 1 , 

la espressione (109) per A = 00 ha per limite ^ o — ^ secondo- 

che t è positivo o negativo, e per a= 1 ha per limite zero 
o —1 secondochè siamo partiti dall'integrale (104) dal (105); 
come si può affermare inoltre che se a e ^ sono compresi fra 
e' e 1 (e' e 1 incl. e e' diverso da zero e positivo ma arbitrariamente 
piccolo) la espressione (109) è sempre finita per k superiore a un 
certo numero k^ indipendente da a e da ^; e quando t è discosto 
da zero e da — a più di e e di e', e a è compresa fra e' e 1 — e| 
(e e S| diversi da zero e positivi ma arbitrariamente piccoli ) 
essa al crescere indefinito di./r converge in ugual grado verso 

± g- qualunque siano i valori di a e ^ fra i limiti relativi. 

Cosi restano fatte intanto tutte le verificazioni che sono 
richieste dal teorema del §. [69 per il valore degli integrali 
(104) e (105) quando ^ è fra — s e e, e per il limite di essi 
quando t è diverso da zero e compreso fra — a-f-e' e 1 — a. Per 
fare ora anche le verificazioni relative alla derivata rapporto 
a t degli integrali (104) e (105) quando t è diverso da zero 
e da — a, osserveremo che, coi ragionamenti stessi che abbiamo 
fatti sopra, si trova subito che questa derivata pel caso deir in- 
tegrale (104) si riduca alP espressione seguente: 



1 f^^' r°° P;(«a)P,(Par)-P',(^)P,(«:) 



e pel caso dell' integrale (105), si riduce all' una o all' altra 
delle due: 
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2v+I /^OO 



2;r p»-a«y_^ 



„ (7]?M^.1P^(^^^^^^^^ ^5' 



■(2v+2) B^+^+ 1 P— r" P'vM P>(N -PV(P^) P>(«^) rf„ 

secondochè A è diverso da zero o uguale a zero, e in qiie- 
stQ z = k-\-i y; e ora, supponendo a diverso da zero e t discosto 
da zero più di s e compreso fra — a + e' e 1 —a ( in modo 
che anche p venga diverso da zero), e trasformando queste 
espressioni col sostituirvi per Pv(a^) , T?v{^z) , . . . i loro valori, 
corno sì fece negli studi precedenti intorno agli integrali (104) 
e (105), si troverà al modo stesso che,, astrazion fatta dal 

termine — (2v-|-2)p ' che comparisce nell'ultima, esse si ri- 
durranno tutte alle derivate rapporto a t delle* (108) o (109); 
e considerate per ogni valore di a ^fra e 1 ( esci. ) e pei 
corrispondenti valori di t fra — a+e' e 1 — a discosti da zero 
più di e le espressioni nledesìme quando n sia divenuto supe- 
riore a uno stesso numero Mq (indipendente da t) avranno i loro 
moduli sempre inferiori a un certo numero finito, e questo 
numero Hq potrà anche prendersi sempre lo stesso finché a 
resterà compreso fra s' e 1 — e^; come si riscontrerà inoltre che 
è soddisfatta anche la condizione che per a compreso fra 8' e 
1 (1 ora incl.) e per n superiore a un medesimo numero (in- 
dipendente da ^ e da a) i prodotti delle stesse espressioni per t 
restano inferiori in valore assoluto a un certo numero finito 
anche quando t tende a zero per valori positivi o per valori 
negativi . 

Passando poi a considerare i valori di t fra — a e a-(-e', 
con a diverso da zero, si osserverà che siccome il p prende ora 
valori prossimi quanto si vuole a zero, e per ^=— a si ha 
p=0, non si possono più usare tutte le formolo di cui ci siamo 
valsi sopra, né si possono più trarre tutte le conclusioni pre- 
cedenti ; però, dietro quanto si disse in generale anche al 
§. 69, considerando il punto t= — a come un punto eccezionale 



265 

nell'intorno del quale resta incerto se tutte le condizioni 

px-^cedenti sono o no soddisfatte, basterà vedere se per questo 

piiinto il prodotto della funzione data f{cL-i-t) per la derivata 

degli integrali (104) o (105) soddisfa alle solite condizioni 

generali di cui abbiamo tante volte parlato. 

Ora, valendosi delle formole del §. 104 si trova subito che 

per t prossimo quanto si vuole a — a le espressioni precedenti 

riducono alla forma p . / ^{y)dy, ove jp è il maggiore 



00 



€Leì due numeri v e j-, e ff{y) è una funzione di A", a, p e y nella 

quale il numeratore, oltre a fattori il cui modulo è sempre inferio- 
re a un numero iSnito, contiene in ogni termine uno dei fattori 
senh a y , cosh a y , e uno dei due senh p y , cosh p y, mentre il 
denominatore ha il fattore cosh^ y. Ne segue che il modulo del- 

/oo 
(p{y)dy si mantiene sempre inferiore a un certo 
00 

numero finito^ e ciò avviene per i valori di n o di A: superiori 
a uno stesso numero finché a è compreso fra s^ e 1 (1 incl.) 
e ^ è fra — a e — a -|-e'; quindi, per quanto si disse negli studi ge- 

2v+i— ;? 
nerali, basterà che il prodotto /(a+OP negli intorni a 

destra del punto <==— a, o Tallro f{x)x ^ negli intorni a 
destra del punto x=0 resti atto all'integrazione anche ridotto ai 
suoi valori assoluti; e si può notare che quando questa con- 
dizione sia soddisfatta, se 2v-|-2 — p è negativo anche f{x) 
verrà di suo atta alla integrazione negli indicati intorni a 

destra di .t=0, mentre se 2v |- 5- — p è positivo, per la validità 

dei nostri risultati non importa richiedere che f{x) resti atta 
all'integrazione nei medesimi intorni. 

Cosi resta provato che quando f{x) nelP intorno a destra 
del punto x=0 soddisfa alla condizione ora indicata, se A è 
diverso da zero (finito o infinito) si trovano verificate tutte le 



266 

condizioni del teorema del §. 69, mentre se A=0 il limite 
dell'integrale (105) per n«=oo e t diverso da zero, in con- 
fronto a quello che si ha negli altri casi viene aumentato di 

(a ^ ' — p) "^ tanto per ^positivo che per t negativo, e quindi, se- 
condo quanto dicemmo al §. 70, bisogna in tal caso aggiungere alla 

00 ri 

serie ^ Qn P^ ^^^«^ ^^ ^^ termine ( 2 v + 2 ) / f(a:) x^+^ d x ; 

dunque, ricordando anche quanto si disse in generale al §. 53 
intomo ai punti estremi, e osservando che per a=l il t non 
può prendersi che negativo e allora gli integrali (104) e (105) 
^hanno per limite e — 1 respetti vamente, e il punto ^= — 1 
non viene a figurare come il punto ^'=0, si potrà enunciare il 
seguente teorema generale: , Se v> — 1, e P^(2r) è Tintegrale: 



i o Àf^.. i o\/o.. j >4\ «> À aro., i ovo.. i ix/o.. i n^ i • •• 



2(2v+2) ' 2.4(2v+2)(2v+4) 2.4.6(2v-f 2)(2v+4)(2v4 6) 

, della equazione: 

„ una funzione reale f{x) data arbitrariamente fra e 1, e 

„ tale che il prodotto f^x) x "^ 2~~^, ove j) è il maggiore dei 

^ due numeri v e ^, resti atto alla integrazione in questo 

a intervallo anche riducendolo ai suoi valori assoluti , può 

9 rappresentarsi analiticamente secondo le tre serie: 

1 ^0 1 1 

„ ove le Xn , X'h , \"n sono respettivamente le radici positive 

, delle equazioni Pj0)=O, P',(^)=0, ^ P',(^)— A P^ (^) = 0, 

ff essendo h una costante reale qualunque finita e diversa da 

9 zero, e essendo: 
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n 



» 



» 



n 



. 2 X"^ ri ^ , 3 

j - ~ [A (2v+A)+V'% j P^ (X"„)J A^) ^ "^ P.(>^"n ^) ^^ ; 

e questi sviluppi varranno per tutti i punti ar fra e 1 
(0 al più esci.) pei quali f{x-^0) e /"(a?— 0) sono deter- 
minati e finiti ed è soddisfatta una almeno delle condizioni 
seguenti: 

1.' „ che negli intorni degli stessi punti x la funzione f{x) 
non faccia infinite oscillazioni, o almeno le venga a perdere 
tutte coir aggiungervi una conveniente funzione del primo 
grado ; 

2/ , che negli stessi intomi la funzione f{x) si com- 

9 porti in modo che scomponendoli in intervalli comunque 
piccoli S« che non terminano al punto x la somma delle 
oscillazioni D« corrispondenti sia di quel grado di picco- 

, lezza che più ci piace; 

3.^ , che negli stessi intorni la funzione medesima f(x) 

9 ammetta una derivata o un estremo oscillatorio che resta 

9 atto .alla integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti ; 

4.* ;, che 1 rapporti mcrementali — ^ con- 

9 siderati come funzioni di t siano sempre finiti o almeno 
, restino atti alla integrazione anche ridotti ai loro valori 
j, assoluti; e s^ intende sempre che nei punti x pei quali una 
, almeno di queste condizioni è soddisfatta la somma della serie, 

, quando si tratta di punti interni, e f{x) o — —r 

, secondochè in essi f{x) è continua o nò, e quando si tratta 
„ del punto estremo x=l è zero per la prima serie, e f{l—0) 
9 per le altre due „. 



9 



9 
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E si aggiunge che avendo riguardo al processo di dimo- 
strazione precedente si riconoscerebbe che, come nel caso della 
serie di Fourier, trattandosi di punti x interni all' intervallo 
(0 , 1) basta propriamente che queste condizioni 1.* , 2." , 3.* 
e 4.a siano soddisfatte per la funzione di t F(f )=/ì[.r-}-^)-f-/|rj7 — t) 
neir intorno destro ( o sinistro ) del punto ^=0. 

109. Introducendo poi invece delle Py,{z) le funzioni di 

Bessel Iv(^) mediante la formola P,/2:)=A^'"* 1^(2?) ove A è 

una costante (*), e cambiando per semplicità f{x) in /(x)a:~*, 
il teorema ora dimostrato ci conduce anche a dire che: , Se 
« v> — 1, e f\x) è una funzione reale di x che fra e I è data 

, 1 

^+d — P 
j, arbitrariamente ma è tale che il prodotto f{r)x , ove p 

„ è al solito il maggiore dei due numeri v e i resti atto alla 

Ti 

„ integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti, questa 
, funzione f{x) pei punti a: fra e 1 (0 al più esci.) pei quali 
, f {x +0) e f {x —0) sono determinati e finiti, ed è soddi- 
„ sfatta una almeno delle condizioni 1.* 2.' 8.' e 4.» del teo- 
„ rema precedente potrà rappresentarsi analiticamente secondo 
„ le tre serie di funzioni di Bassel: 

00 ri 00 00 

2 2n Iv (X„^), (2v+2) / f{x)x -^'dx+^in h (X'n x), V q^I.QJ^x) , 

1 -^0 1 Y 

j, ove le quantità X„, X'„, \'\ sono ora respettivamente le ra- 
, dici positive delle equazioni ly(-^)«=0, -z-f z \{z)\ =■ o 
, « r.»— vi, (^)=0, e afr»-(A-fv)Iv(2;)— essendo h una 

n Poiché le fonrioDi (conosciute sotto il nome di funzioni di Bessel) Iv(«) per 
V frazionario o negativo hanno un punto singolare per t=0, mentre le altre P. f») 
sono monodrome finite e continue in tutto il piano «,6 non difFerisoono dalle I (•) 
altro che pel fattore Iv(aJ, mi sembra che sarebbe forse meglio l' introdurre sempre 
neiranalisl le attuali funzioni P./«) invece delle I,^(«). Anche la equazione diiferen- 
ziale cui soddisfano le Py(a) è da riguardarsi comò' più semplice di quella che si ha 
per le Iv(«), e molte dello formole che si hanno por le P.(a) sono più semplici di 
quelle che loro corrispondono por lo IvC«). 
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costante reale qualunque finita e diversa da zero, e essendo: 



2 n 

2 n 






2 X"«' 



-' - {M2v+A)+X".»jIAX".Uo 

n e la somma di queste serie per gli indicati punti :r è al solito 

, /^j") o ^ ' — ' quando si tratta dei punti m- 

9 temi; e per x=l è zero per la prima serie, e f[l — 0) per 
„ le altre due ,. 

110. E si può aggiungere che, siccome per v>0 gli espo- 
nenti 2v+ -i — p e v+ o — P ^^° sono negativi, perchè allora 

si hap=v o p=» ^,, così, nel caso di v> 0, perchè le condì- 

zioni relative ai prodotti f{x)x tA^)^ 

vengano soddisfatte basterà evidentemente che f(x) sia atta 
air integrazione fra e 1 anche ridotta ai suoi valori assoluti. 

E se sarà — l<<v<0 nel caso del secondo teorema, e — 2-<v<0 

nel caso del primo , allora perchè le indicate condizioni 

rispetto ai prodotti f{x)x , K^)^ siano sod- 

disfatte basterà che nelP intorno a destra di x^^Q la f{x) sia 

sempre finita; mentre se nel primo teorema sarà — l<^v<C — -x , 

*^ \ -p 

allora perchè la condizione stessa pel prodotto /(a?) x 

sìa soddisfatta basterà che col tendere a zero di x la fix) tenda 

a zero come una delle funzioni: 
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X 



C-(2V-fl) 



X 



.2V4-1 



1 

(log X) 



1-H ' 2,+l 



ar'''"^Moga?(log«aj) 



l+c' 



ove <; è un numero diverso da zero e positivo • Queste condì- 
zioni però sono soltanto sufficienti. 



Inoltre aggiungiamo che avendosi P\(e)=— 



P.^1 (^) » 



8^ intende subito che come si hanno sviluppi di f{x) in serie di 
funzioni Py, così se ne possono avere altri simili in serie di 
funzioni derivate P' , . . . 

111. Se poi osserviamo in particolare che per v = ±2 
la funzione P^(r) si riduce alle due: 



P_T (-2^) = cos 2?, Pi (^) = 

2 1 



seni 



basterà applicare il teorema del §. 108 per trovare sei svi- 
luppi, tre dei quali si riducono a sviluppi di Fourier della forma: 



HKX, 



\^ 2n+l r^ ^ ? 

2à Pn cos — y- «e a: , I f(x)dx+ ^P* cos nic a: , ^g^sen 

e gli altri si riducono alle forme seguenti : 



1 



1 



con: 



I»n= 



2X.« 



ri 



2 



IX' 



qn 



sen' 



/ f[x) X9enu.nXdx= "^^ "^ / 



2v« 



r«== 



{A(A+l)+v«H{sen«vjQ 






:)TsemnXdX' 







WA+l)-fi 



Jù 



:)xsen\^(b 
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sendo le Xf , X? , . . , Xn , . , le radici positive della equazione 
z sen z-^-h eoa % =0; le [ij, m , . . , [jlm, . . le radici positive della 
equazione <2fcos 2?— sen^=0; e le V|, v^,.., Vn,.. le radici positive 
dell' altra 2?cosj2? — ( l-(- A) sen 2r=0, con A costante reale e finita 
qualunque ma diversa da zero; e mentre pel primo di questi 

sviluppi ( per essere allora v = — -A si richiede che^ — - resti 

atta airintegrazione fra e 1 anche ridotta ai suoi valori assolu- 
ti, per gli altri sviluppi basta che soddisfi a questa condizione il 

prodotto X f{x\ perchè per essi si ha v= 5-. 



Cambiando poi f[x) in - — \ 1 due ultimi sviluppi si riducono 



ai seguenti: 



/?! 00 00 

Z x\ f{x)x dx -\'\q„ sen [x„ .x*, Vrn sen Vn x^ 
-0 i 1 

nei quali: 

2 r^ 2(i4-iJL Y r^ 

1 — / H'^) sen [i« xdx = ^^-^ / f[x) sen (in x dx, 



sen- i^njQ 
2y« 



s- / f[x)senvnvdx= ' /" /* i / f{x)senv^xdx 



con h costante reale e finita qualunque diversa da zero e le 
lt«, e Vn radici delle respetti ve equazioni zcosz — sen^== 0, 
sr cos 2r — (l -f- A) sen ^ = 0; e questi sviluppi, considerati pei 
soliti punti 07 fra e 1 (0 al più esci.) pei quali sono soddi- 
sfatte le condizioni dei teoremi precedenti, rappresentano 

f[x) ~ ' — quando si tratta di punti interni, e 

/(l — 0) quando si tratta del punto estremo ar=l; e rispetto 
a f{x) si ha ora la sola condizione che essa resti atta alla 
integrazione fra e 1 anche riducendola ai suoi valori assoluti. 
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00 



Gli sriluppi V r^ eoa Vn x che ora abbiamo trovati sono 

i 
quelli della fisica matematica ai quali alludevamo nel §. 83, 
e cambiandovi xezìnTcxeTczm. riducono precisamente a 
quelli che si hanno dalla formola (56) nel caso in cai sia 
P(0) = icir, F,{z) = -{l+h). 

112. Merita, poi di essere notato che, siccome le somme 
(106) hanno le stesse proprietà degli integrali (104) e (105) 
cui esse sono uguali, e si ha : 



i 



't 



2v+i _ . , 1 



P Pv(pX,)c«=. 




(a+O^" P'v } (a+OX* j -^P\{oikn)\f 



4"" 

00 



ove le derivate sMntenduno prese rispetto a Xm, si avranno le 
formole notevoli: 

nelle quali a è diverso da zero e da 1, ^ è diverso da lero 
e positivo e non superiore a 1 — ot, le Xn , X«eX"„ sono aneora 
le radici reali e positive delle respettive equazioni l^Jiz) =0 i 
P'v(2r) — 0, zP\{z)'-hP^z)=0, e nella terza h è finito e di- 
verso da zero. Per t diverso da zero e negativo e superiore a 
— a, se a è fra e 1 (0 e 1 esclusi), queste formole continuano 
ancora a sussistere quando si mutino soltanto i s^ni dei primi 
membri; e se a è uguale ad uno la seconda e la terza di que- 
ste formole sussistono pure quando nei loro primi membri si 
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ponga — - invece di j-^ e allora non vi è più da occuparsi 

della prima poiché in essa i termini del secondo membro ven- 
gono tutti identicamente zero. 

Cambiando nei secondi membri a-f~^ ^^ Pi ^ì hanno di qui 
delle funzioni notevoli di a e ^ il cui valore à indipendente da 

oc e da p , ed è ugnale a -^ o a — j secondochè p > a o p <1 a ? 

e uguale azero per P=a, supposto però che a e p siano compresi 
fra e 1 (0 esci, per a e p, e 1 esci, soltanto per a). Se poi a è 
uguale ad uno, i secondi membri della seconda e terza delle 
formolo precedenti col cambiarvi a-f-^ in P divengono funzioni 
della sola p che pei valori di questa variabile fra e 1 (0 e 1 

esci. ) sono costantemente uguali a — g, mentre per p==l so- 
no identicamente zero. 

Per V = ± — queste formole divengono anche molto più 
semplici. 

113. Aggiungiamo che la funzione fH^a^hn) per gli 
sviluppi attuali, dietro quanto si è visto nel §. 108, viene 
data da IP una o dalP altra delle formole: 



00 






00 



?J/ »|f!(Iw4< i ■"''"> l'.<P')-f ■•(?') '■-Mi "■' 



—00 

00 



secondochè siamo nel caso degli sviluppi jtà^lnPyO^n^) ^ ^^^ 

1 

caso degli altri due, essendo in ambedue queste formole p=a4-^ 

e .= *+.> con i=(?^l +2h)| o À=(2^+2n+l)^ 

respettivamente. Queste funzioni poi possono anche rappresen- 
tarsi colle derivate rispetto a t delle espressioni (1('7), (108) 
o (109), e anche colle somme che si ottengono derivando ri- 
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spetto a ^ le espressioni (106), e aggiungendovi nel caso di 
A=0 la quantità (2 v+2) p+i . 

114. E si può notare che per quanto la attuale funz'one 
tpft ,a,hn) non sia indipendente da a , come erano quelle rela- 
tive agli altri sviluppi considerati precedentemente, essa però 

e il suo integrale / f(t ^a^ hn)dt soddisfano in ugual grtuh 

per tutti i valori di a fra s' e 1 — e^ e di ^ fra — a-f-s" e l — a 
( Sj ; e' e e" diversi da zero e positivi, ma arbitrariamente pic- 
coli ) a tutte le condizioni che si trovarono nel §. 108; poiché 
da ciò che precede apparisce che quando n sia preso superiore a 
uno stesso numero finito n^ indipendente da ^ e da a, si tro- 
verà che, per qualunque valore di a fra e| e 1 (gli estr. incl.)t ^ 

pei valori di t fra — a+e" e 1 — a l'integrale / (jp(< , a , h„)dt e il 

Jo 

prodotto ^ <jp(^ , a , An) sono sempre numericamente inferiori a an 
numero finito anche quando t si accosta indefinitamente a zero; 
e prendendo ancora fC>nQ e t discosto da zero più di s, e com- 
preso sempre fra — a-f-e ' e 1 — ol si troverà pure che per tutti 
gli indicati valori di a fra e' e 1 (gli estr. ancora incl.) la fun- 
zione ^(^ , a , hn) è sempre numericamente inferiore a un certo 
numero finito, e se a è compreso fra s' e 1 — s^ l'integrale 

't 

9(^ , a , hn) è sempre accosto al suo limite più di un dat>o 

numero arbitrariamente piccolo o, ec. 

115. Per dare alcuni esempi di sviluppi particolari dedotti 
dai teoremi precedenti accenneremo i seguenti che sono degni 
di nota. 

1.® Vogliasi la funzione che fra e le sempre uguale 

a 1 sviluppata in serie di funzioni P^ o I^ nel caso di v > — ^ . 
Ricordando che : 



Jo 
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si ottengono subito i dae sviluppi seguenti : 

2 VI P v fiw ^) o A V Py (X „ x) 

f \, p:aK) ' ^ " f j M2 v+ A) + À' V } Pv (X" J' 

ove X^ e X"„ sono al solito le radici positive delle respettive 
equazioni P.X^)=0 , 2rP'^(^)— A P^(0)=O ; donde, introducendo 
le funzioni di Bessel si hanno anche gli altri: 

ove le Xh e X"„ sono le radici positive delle equazioni Iv(2f)=0, 
z l'vC^)— (A+v) I^(2:)=0 ; e questi sviluppi per x diverso da zero 
e da 1 e compreso fra e 1 sono tutti uguali a 1, e per x=l 
il primo è uguale a zero e il secondo è uguale a 1; talché di 
qui si deduce anche la particolarità che la somma della serie 

2.® Vogliasi la funzione che fra e 1 è uguale a P^Cy a?) 
ordinata per funzioni Pv(>hi ^) , Pv(^ n ^), e P^CV^a?) essendo y 
una costante reale qualunque, e Xm,X'm e X''^ ^^ solite radici delle 

equazioni P^(^)=0, P\(2f)=0, e nel caso sempre di v> — g. 

Siccome si ha per r diverso da y : 



8Ì avranno gli sviluppi seguenti : 

1 * 



«, \'\ P, (X", X) 

2 \ T P'.(7) -h Ut)] jé |/.(2v+A) + X"»«|(X"«-T«)P,(X"«) 
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che rappresentano P^(y ^) per x diverso da zero e da 1 e com- 
preso fra e 1, e per x=l sono uguali il primo a zero e gli 
altri due a Py(7); e sebbene il processo tenuto richieda che 
pel primo sviluppo y ^on sia radice della equazione Pv(2r)=0 , 
e pel secondo non sia radice delPaltra P'v(2;)=0 , è chiaro 
però che questi sviluppi possono riguardarsi come validi qua- 
lunque sia il valore di 7, quando per le serie che corrispondono 
a Y^iXm , t=±^'m 1 ® T=±^"m respettivament'e si prendano 
quelle formate coi valori limiti dei singoli termini di quelle 
scritte sopra . 

Da questi poi si ottengono gli altri sviluppi: 

2JTr.(T) - (A+v)I. (T)i I {A(2v+^)Vr«I}(x"{--r')Iv(X".) 

che rappresentano 1^(7 x) per x diverso da zero e da nno e 
compreso fra e 1, e per x^=b1 sono uguali il primo a ze- 
ro e gli altri a ly (y), e in questi le ì^ , X'n e X''^ sono le 
radici positive delle equazioni ly(flr)=0, zl\{z) — vl^(flr) = 0, 

z r» - (A+v) Iv («)=o . 

Preso poi in particolare nelle formole precedenti v =2* 
si hanno le altre notevoli : 



r' \ t 



CX) 

n 



sen Y a;=2 n sen y2( — 1)"^^ ^ ^ % sen nnx^ 



/ sen7\ 3^ , o ^ 8enX„» 
8enYa:=(co8Y )< +2t27v2 T\ — ^ 



3rr . ^ ^ senX'.ar 



sen/w^ 



«0 1"« aan 1" y 
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che valgono tutte per x diverso da uno e compreso fra e 1, 
e la seconda e la terza valgono anche per x=l ; e in queste, 
dietro Tosservazione fatta sopra, y può supporsi qualunque, e le X'm 
e X"„ sono le radici positive delle equazioni z cos z — sen 2; = 0, 
e cos 2; — (1+^) sen ^ = 0, 

X 

Cambiando poi x in — e 7 in a Y) con a costante qualun- 
que, si hanno altri sviluppi di P.Xt^)i I/t^) ® seny^ che 
considerati per un valore speciale qualsiasi di a; fra e a ( a 
eAcl. per il primo sviluppo) valgono per qualsiasi valore di 7; 
e così supponendo a>l pel primo sviluppo e a>l per gli altri 
due, e facendo j?=1 , si ottengono sviluppi notevoli di Pv(t) Jv(t) 
e sen 7. In particolare si hanno le formole seguenti: 

^ "+^ n 7C 

sen 7 = 2 ir sen a 7 y (—1) -5-5 5-^sen n-, 

"Y ^'^ — <* 7 <* 



Vn 

sen- 



/ sena7\ 3 , o v^ « ) 

sen7 = f cosa7 ^ ]] \'^^^Z7r^ O^ vr[ » 



/' 



00 \'\ seu 



X'« 



che danno sviluppi di sen 7 che valgono qualunque sia 7 e per 
qualunque valore positivo di a e superiore a 1 per la prima, e 
superiore o uguale ad uno per le altre due. 

Facendo 7c=-^ = ff,r=~x,... queste formole danno 

luogo ad altre che sono pare molto notevoli. Altre si ottengono 
facendo a=l nelle due ultime, ec. 

116. Passiamo ora a trovare coi metodi generali che pre- 
cedono anche gli sviluppi di una funzione f[x) per a? fra — lei 

00 
in serie y Ah X„ di funzioni di Legendre X». 

Questi sviluppi soddisfano come è noto alla condizione 



N 
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però non può applicarsi il metodo dei §§. 90. e seg. perchè (con- 
siderando la funzione X che soddisfa alla equazione: 



4(1-^*) 






d X 



+<0+l)X=O 



che per z=^ si riduce a qu'jlla delle X,„ si vede subito, dietro 
le osservazioni del §. 93, che questa funzione generale X pei 
valori di x fra — 1 e 1, e pei valori reali e complessi di z 
non soddisfa alle condizioni di quel paragrafo. 

Ci varremo perciò delle considerazioni più generali del 
§. 59. e prenderemo a esaminare la somma: 



(109) ^2(2 n + 1) X. {al jX„{a-\^t)dt , 



n rt 

2(2 n + 1) X. (al/ 

•^o 

insieme alla sna derivata rispetto a U 





e poiché quest' ultima somma considerata come funzione di t 
fra — 1 — a e 1— a è finita e continua e ha nn numero finito 
di massimi e minimi per ogni valore speciale di n, così se 
vorremo limitarci a considerare le funzioni f{x) del §. 72, 
basterà che esaminiamo la prima delle stesse somme. 

Poniamo perciò a = cos 0', a-(-^ = p = cos , con 9 e 0' 
compresi fra e tc (0 e ic incl.)^ e ricordiamo che da una for- 
mola nota si ha: 

X,. (cos 0) Xn (cos 0') = ^-^ / X„ (cos 7) d ? , 
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con : 

coB Y = cos 9 cos 0' -f" sen sen 0' cos ('f — y'), 

essendo (8 , y) , (0' , cp') le coordinate polari sferiche di due 
punti M e M' di una sfera di raggio uno, e 7 la distanza sfe- 
rica di questi punti. 
Si avrà: 

A n rt in rO r2K 

-2-2(2n+l)Xn(a) / XH^a+0rf<=-TzS(2w+l) / ,sen9rf9 / X,Xcost rf?, 

donde ricordando che : 

2 (2 «+!) X„(cos 7) = _ J_ S ^■^" + ^-?-' 
-^ ^ ^ sen 7 ( D Y J) 7 

si troverà anche: 



5|(2»+.)X.(.)j(x.(.+0*=4)Jt-,- 



D 7 ^ sen 7 



e poiché d^ e dt sono di segno contrario, indicando con da 
r elemento superficiale sferico , e fissando di prendere nelle 
formolo seguenti il segno superiore o P inferiore secondochè t 
è positivo negativo, si potrà scrivere: 

*^ ^ ^ ^'^X^ ìiXn^A do 



l i (2 n+l)X.i.)fx^(a+t)dt^T rj f\jf 



-r 



D Y ' »^ T ì 8cn Y 



intendendo che l'integrale del secondo membro sia esteso all'area 
sferica A compresa fra i paralleli 0' e . 

Ma prendendo un nuovo sistema di coordinate polari sfe- 
riche Y ® 7i col polo nel punto fisso M', si ha do=senYrfY^?i; 
quindi sarà: 
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l 2 (2«+l)X. (a) f*l„{a+t)dt^Tjj^ ^^ + '^' j^T d 7. , 

e così potremo eseguire subito V integrazione relativa a 7. 

Nel fare le limitazioni degli integrali noteremo che se 9' 

non è =0 o ==ic, e se il meridiano iniziale delle longitudini ^i 

è preso tangente alV antico parallelo 9' , mentre 94 va da a «, 

su questo parallelo si resta sempre nel punto M' nel quale 

X„ + Xh+1 = 2, e se 0' = - i meridiani ?»i = e 94 = ^ coin- 

cidono col cerchio 8' = — ; e noteremo pure che se nelP area 

sferica A cade il punto M'^ diametralmente opposto a M', ia 
questo punto sarà '^ = 70 e X^ +X^+| = 0; e quindi indicati* 

do con / , / integrali relativi a 9^ estesi ai cerchi e 0' si 

avrà evidentemente : 

e il primo integrale del secondo membro mancherà se il cerchio 
si riduce a un punto (polo), come mancherà il secondo se 0' 
è r equatore (antico) della sfera. 

Ricordando ora che quando y è fra e e ic — s con e diverso da 
zero, Xm (cos y) al crescere indefinito di n converge a zero e in 

ugual grado dell' ordine di^ / - si vede subito intanto che 

rnsene 

se vi è l'integrale / (X„-f'Xw+i)^?n ^ °^" * 0=ic— 9' (onde 

non sia mai T»»ic), esso al crescere indefinito di n converge a 
zero, e si vede inoltre che vi convergerà anche in ugual grado 
quando 9 cade in intervalli che non comprendono i punti 1: — 9' 
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e 0', quando t è tale che p=a-f-^ cade in intervalli che non 
comprendono i ponti ±a. 

Se poi vi è r integrale / (X^-f-^n+O^i t escludendo sul 

parallelo 0' il punto M' con un piccolo intomo nel quale 7| 
audrà da ic a x-j-e e da 2ir — e a 2ic e Xn-f-Xn+i rimarrà finito, 
si vede subito che nella porzione rimanente dello stesso paral- 
lelo il numero y per quanto possa essere piccolo o essete pros- 
simo a n non si accosterà a zero o a tt più di un certo 
numero positivo 6|, e quindi in questa porzione X|»4-Xn.|.| 
convergerà a zero in ugual grado; talché è forza concludere 

che anche V integrale / ( X^-f'^i+i ) ^^ converge a zero al 

crescere indefinito di n. Similmente se, essendovi V integrale 

/ (X»-|-XH+i)d8, si ha 8=ic — 0', escludendo con un piccolo 

intorno sul parallelo il punto M'| diametralmente opposto 
ad M', si trova al modo stesso che V integrale medesimo tende 
anch^ esso a zero; dunque si può ora evidentemente asserire che 
quando t à diverso da zero la somma (109) al crescere indefinito 

di n converge verso il limite g- se < è positivo e verso il li- 
mite — g- se ^ à negativo, e converge anche in ugual grado 

verso questi limiti per tutti i valori di t che cadono in inter- 
valli tali che il punto ^=^a'-{-t non venga mai a coincidere coi 
punti a e —a. 

Aggiungendo dunque Posservazione che^ se a=l si riscontra 
subito che la somma della serie (109) per t diverso da zero e 
negativo è uguale a — 1, e se a= — 1 la stessa somma per t di- 
verso da zero e positivo è uguale ad uno, e ricordando quanto si 
disse nei §§. 53, 59, 72 e 73 si ottiene ora il teorema noto seguen- 
te : . se f{x) è una funziona sempre finita e atta alP integrazione 
, fra — 1 e 1, e è tale che scomposto se occorre questo inter- 
9 vallo in un numero finito di parti viene a soddisfare in eia- 
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SGiina di queste partì a una almeno delle condizioni a), &), e) 
del §. 72, allora essa sarà sviluppabile secondo la serie 

00 

2 A„ Xh con 







^n-^-^Jm^dx 



, per tutti i punti x nei quali essa non presenta discontinuità 

, di seconda specie, purché negli intorni a destra e negli intorni 

„ a sinistra di questi punti x e dei punti simmetrici — x la 

„ funzione f(x) soddisfi alle condizioni a) o b) del §. 72 o 

^ air altra del §. 73 che la somma £ D« delle oscillazioni della 

, funzione medesima f{x) in intervalli ognor più piccoli presi 

„ negli stessi intorni e senza tener conto de] valore nei punti x 

9 e — X possa rendersi minore di quel nuinero che più ci piace 

, dipendentemente dalla piccolezza degli intorni medesimi; con 

„ questo però che nei punti interni x di continuità e in quelli 

, di discontinuità di prima specie la somma della serie sarà 

„ T — ' ® ^^^ punti estremi + 1 e — 1 sarà 

„ respettivamente f[l — 0) e f{ — 1+0) »• 

117. Merita poi di essere notato che per gli attuali svi- 
luppi in serie di funzioni Xn si ha : 

?(«,«, K)= j2 (2« fi) X„ (a) X,(a+0 , 










e , per essere / X„ {x)dx= 

fp 

notevole : 



Xn^ ^ l"X,^^^ 



, si ha la formola 



00 



±1=2 X„(«){X«^, («+<)- X_i(a-ljO-XH*i(«)+X„-,(a) | 
ove nel primo membro deve prendersi il segno + o — secon- 
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dochè t è positivo o negativo, e s^ intende che a sia compreso 
fra — 1 e 1 ( gli estr. esci. ), e ^ sia diverso da zero e com- 
preso fra — 1 — a e 1 — a. Per a = ± 1 la somma delle serie 
del secondo membro è uguale a =F 2 . 

Oltre a ciò, coi ragionamenti stessi del paragrafo prece- 

dente, si riscontra che V integrale / f (^ , ot , h,t)dt e così anche 

Jo 

la somma dei primi n-^1 termini dell^ ultima serie, considerate 
come funzioni di . a e di ^, e pei valori di t discosti da zero più 
di 6| e compresi fra — 1 — a e 1 — a (e e e| diversi da zero 
e positivi ma arbitrariamente piccoli ) convergono in ugual 
grado verso i loro limiti respettivi per tutti i valori di a fra 
— l+5el — e; e per a compreso fra — 1 e — 1 + e o fra 
1 — 8 e 1 lo stesso integrale e così la somma di un numero 
qualunque di termini della serie restano sempre numericamente 
inferiori a un numero finito . 

118. Come ultima applicazione dei metodi generali che 
abbiamo dati, voglio ora dimostrare che per le funzioni f{x) date 
arbitrariamente fra e 2K si ha anche lo sviluppo seguente: 

ove le quantità X| , X^ , . . . X^ , . . sono le radici della equazione 
H'(^)=0 che si trovano sulP asse delle y, e X^ è la radice K 
della stessa equazione, essendo S{z) e H(2r) le note funzioni di 

I 1 r^ , . 

Jacobi, e essendo C=^=t? / kHn^zdz, e k,k ,K,K' le notìs- 

sìme quantità che s' incontrano nella teorica delle funzioni 
ellittiche (♦) . 

(*) Quando ebbi il piacere di passare alcoDl giorni col slg. Ìlittag-Leffler nel 
tempo in coi Egli fa a Pisa ( Aprile 1880), seppi da Ini ohe la forma (110) dello 
PTÌluppo di / (a) era stata data dal sig. Hermite nelle sue lezioni salle funzioni 
ellittiche. U sig. Mittag-Leffler mi comunicò gentilmente anche alcune sue note sa 
quelle lezioni , ma in quelle note ho trovato soltanto la forma dello SYÌluppOi senza 
troTarri qua dimostrazione della possibilità dello sviluppo medesimo. 
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Incominciamo perciò dal ricordare che da formole note 
81 ha: 

_ H(g) rHW_I 1 _ 1 

'~ ylk%{z) ' \jEL{z) J ~ K 8n«;^~ ^ snH ' 



BViZ- 



e quindi sarà: 

H'(X,)_ l-Can'X, . CanU - H(X,) H'(X,) 
HOgT sn'X, '^^ '■^''^ *e«(X^) ' 

di modo che lo sviluppo precedente può anche scrìversi: 

(111) - „ 2e(a)H(XJHWo^^ »(^) ' 

e se sì osserva che „„,> . è il residuo Cn della funzio- 

•ti KK) 

ne «?(2) = fjTT— V nel punto d' infinito «=X,i , questo sviluppo si 
ridurrà anche alP altro: 

(112) „ 2,S(«)H(X,)Jo ^^^ e(ar) ''^- 

Coi processi dunque dei §§. 57 e seg., per decidere se e 
in quali casi questo sviluppo è applicabile a f{x)^ si prenderà 
a esaminare la serie: 



(113) _ -^cn^^^^^^j^ e(«'- •' ' ' 



+0 



insieme alla somma: 



^^^*^ «f''"e(«)H(x«)Jo e(«+o 
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dei suoi primi n termini e alla derivata rispetto a ^ di questa 
somma per tutti i valori di t fra — a e 2 K — a, essendo a com- 
preso fra e 2 K; e pel nostro scopo basterà vedere se per 
queste quantità sono o nò soddisfatte le solite condizioni 
generali che si avevano nel §. 57. per le espressioni (6) e (5) 
e per la derivata della (5); con più la condizione che la quan- 
tità allora indicata con G venga ora ad essere uguale ad 5- . 

£ quando queste condizioni si trovino soddisfatte , la derivata 
rispetto a t della espressione (114) figurerà come la solita fun- 
zione (pit^oL^hn) relativa agli attuali sviluppi, ec. 

119. Seguendo ora i metodi dei §§. 64. e seg.. si prenderà 
a studiare la funzione: 



(115) ^W= — —i^7ZX^7ZrTjT7r>^J 0/^.. ^x ^t 



kk' 9(a+g) / ' S{a^t-z ) 
ire(a)H(^)H'(0)7(j S{a+i) 



che è monodroma e continua in tutto il piano, e ad essa si 
applicherà Tintegrazione lungo un contorno rettangolare Cn coi 
lati paralleli all' asse delle y condotti pei punti a; = K + e , 
x= — K-f-e dell'asse delle a?, e cogli altri due lati condotti 
pei punti y=(2n+l)K' , y= — (2n-f-l)K' delibasse delle y, es- 
sendo e compreso fra e K ( e K esci. ). 

Così lo studio della somma (114) si ridurrà a quello della 
differenza equivalente: 






(116) jfi/ e{e)dz — lfr, 

essendo Yr i residui corrispondenti ai punti d' infinito di O(^) 

che cadono entro Cn e che sono distinti dai punti X„, e Io 

studio della serie (113) si ridurrà a quello del limite per n=co 

di questa differenza; di modo che per essa dovranno essere 

soddisfatte le condizioni stesse che si avevano nel §. 68. per 
la espressione (40). 
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Ora, si dimostra che le radici reali di W{z) = sono 
soltanto nei punti flf=(2n-{-l)K, e quelle complesse non pos- 
sono essere che sulle verticali condotte pei punti 2^=^2pK 
( p intero ); dunque, entro C la funzione H.Xz) non si annulla 
altro che nei punti Xn, e in conseguenza le Yr si riducono ai 
residui di B{z) corrispondenti ai punti d' infinito che proven- 
gono dair annullarsi di E{z) . 

In questi punti si ha z=2 r i K'(r=0 , ± 1 , ± 2 , . . . ± n), 

e il residuo corrispondente di =-7-: è „//» -t7-*v ? quindi sarà 

'^ R{z) H(2riK) 

eridentemente : 

= ^^' «(«+2rtK') r^ e(a+^— 2nK0 
^'~ ' 7c e(a) H'^2 r i K') Jq e(a+0 ' 

e osservando che da formole note si ha: 

e(2+2rtK')=(— l)''e(2)e , 

am < -f (-+"-K') 

^^^'^ ^H(«r+2nK')=(— lì'HWe ^ 

EXz+2riK')={-ir{EXz)-*^E{z)\e 

si vede subito che sarà : 

riict 

kk' n T^ ,, 

e poiché, ricavando B.\b) dalla formola H(2)= \Jh 6(2) sn », e 
poi facendo «=0 si trova H'(0) = VÀe(O) = \J ^^^ per- 
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che %{0)=\/- , sarà anche: 



rint 

t T 

e dt^ 




e m conseguenza si avrà: 



^-— ìi'G-+rT>=-À Z.^^-"'"' 




*8en(2n+l)^ 



o anche, ponendo^ ==€; 



wJq sene 
di modo che la differenza (116) 'sì ridurrà a: 

(118) 1 /■«,.„, + L/^f!=(?!!+lMjj. 

zinJrA «c Jo sen g 

Ora nel primo termine gli integrali estesi ai lati paralleli 
air asse delle y si distruggono identicamente, perchè nella in- 
tegrazione questi lati sono percorsi in senso opposto , e nei 
punti di essi che si trovano alla stessa distanza dalP asse delle 

X i valori di ^{z) sono uguali; dunque P integrale / %z)dz 

JCn 
si riduce ai due integrali estesi ai lati orizzontali sui quali 
«f— a? ±(2w4-l)tK', e a? va da — K+e a K-|-6, o anche se 
vuoisi da — K a K. 

Ma su questi lati si ha: 

On— ^^' B{oL+x±tW±2niK') P e(a+^a?TtK^T2mK ) 

^^^^ ^è(a) ìl{x±K'±2niK')E\x±i\!i'±2niK')jQ «(a+O 
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o anche, a causa delle (117): 



nÌ7Ì 



dunque questi valori di 0(2?) restano sempre finiti insieme alle 
loro derivate rispetto a ^, e al crescere indefinito di n tendono 
a zero e vi tendono in ugual grado per tutti i valori di x, e 

anche per tutti i valori di /; dimodoché T integrale / 6(2) dz^ 

e la sua derivata rapporto a t sono sempre finiti , e al cre- 
scere indefinito di n tendono a zero per ogni valore finito di 
a e di ^, e vi tendono anche in ugual grado. 

Per questo, e perchè P ultimo termine della esp'^essione 
(118) è r integrale che figura negli sviluppi di Fourier, le 
verificazioni da farsi sulle espressioni precedenti vengono ricon- 
dotte a quelle che si fecero t)6l caso di questi ultimi sviluppi; 
dunque si può ora senz^ altro afl^ermare che, presa come fan- 
zione 9(^,a,AJ la derivata della somma (114) o della espres- 
sione (118), sono soddisfatte per essa tutte le condizioni che 
si hanno per la funzione corrispondente agli sviluppi di 
Fourier, tranne tutt^ al più quella relativa alV essere sempre 
crescenti o sempre decrescenti i valori massimi o minimi del- 

^integrale / ^{t^a^h^)dt; e sì può quindi in particolare con- 

eludere che: „ se X^ , X^ ,. ., X^ , . . sono le radici della equazione 
„ H'(z) =0 che si trovano sulVasse delle y, e Xq è la radice K 
, della stessa equazione , una funzione f{x) data arbitraria- 
^ mente fra e 2 K può rappresentarsi analiticamente secondo 
. la serie: 



^H(^.mX,)(ì-Csn*XjJo ^' ^ e{x) 



z -iW7.ì9^(Xjri— Csn*X„W.^ ' ^ S(x) 
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•> o: 

(121) --^lB(a)EiK)WKK)Jo^^ ^') ' 

, e questi sviluppi varranno pei punti a fra e 2E pei quali f{x) 

„ è finita e soddisfa a una almeno delle condizioni 1.* 2.* 3/ 

, e 4/ del teorema della pag. 266; con questo però che pei punti 

9 a delle discontinuità ordinarie nelP intemo delP intervallo la 

„ somma della sene sarà al solito ■ — —L~^ , e pei 

9 punti estremi ( quando ad essi lo sviluppo è applicabile) la 

a stessa somma sarà la solita media — ^ , come 

„ nel caso degli sviluppi di Fourier. 

E poi da notare che, come nel caso degli sviluppi di 
Fourier, le indicate condizioni, invece di verificarsi per f(x) 
neir intorno del punto a che si avrà da considerare , basterà 
che si verifichino per la funzione di t f{aL-{-t)-{- f{aL — t) nel- 
r intorno del punto ^=0; e per questo le indicate condizioni 
potranno anche trasformarsi in alti e, come si fece nel caso 
degli sviluppi di Fourier ec. 

120. Aggiungiamo che avuto riguardo ai valori (119) che 
ha (i{z) sui lati orizzontali di 0», si vede subito che per gli 
attuali sviluppi la funzione corrispondente ?.( ^ « a , %„ ) può 
porsi sotto la forma: 

nÌ7U 



T(^ «;*«)= 






Bioi+x—iK'Ma+t—x+i K') e 



U{x+iKÌE\x+iK')~Eix-\'iKÌ 

w iizt 

"■ ^ 8en(2M+l)^ 



n(ar-iK) JH'(2r-tK')+~H(a: - fK')| 



dx — Ajy 



2K ^t 
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e il primo termine potrebbe anche trasformarsi giacché, astrazion 
fatta dai fattori esponenziali che yi figurano, esso è una fan- 
zione simmetrica di f e di a che è doppiamente periodica coi 
periodi 2E e 2iE', e di essa se ne trova facilmente la espres- 
sione per funzioni sn. 

Un'altra forma della attuale funzione f(^,a,^) si ottiene 
prendendo la derivata rispetto a t della espressione (114), e 
si ha così: 

9(« , a , A») -^ ^^^^^ H'(X,)e(a)e(a-h t) ' 

121. Oltre a ciò per quanto si è dimostrato sulla serie (113) 
e sulla pressione (118), si può anche asserire che per a com- 
preso fra e 2 K e per t diverso da zero e compreso fra 
— a e 2K — a ( — a e 2K — a esci, quando a=2K o a=0 ) sì 
ha la formola notevole: 

ove nel primo membro .deve prendersi il segno superiore o 
V inferiore secondochè t è positivo o negativo . 

Se poi a=0 e i=2K, o se a=2K e t = — 2K allora il 
primo membro di questa formola deve cambiarsi in ± 1, di 
modo che si ha la relazione notevole: 

_ kk'^ 9(xj r2K e(e-x,) 

' ~ 5t 2( e (0) H (x,) H' Ca j^o ®(0 

V2 li' a 
, e che come vedre- 

mo al §. 125 si ha / -^^ dt-^ sj ^^ — ^ , 
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si può ridurre all' altra più semplice : 

2K^H'(X,)8en|^-' 

che lega fra loro le radici X^ , X^ , Xj , . . , X^ , . . . 

In queste forinole poi a H(X„) H''(X^) potrebbe sostituirsi 
la espressione equivalente — k 9*(X„) (1 -C su^Xh) , e alle fun- 

. . e(a+XJ9a+^-X,) e(x.)e(e-x,) 
^'^"' e(a)e(a+0 ' 6(0) 0(0 P^*^^^^^'^ «^«*^- 

tuirsi le espressioni corrispondenti per funzioni sn . 

122. Aggiungiamo che oltre allo sviluppo (120) o (121) 

di fXa) ordinato per funzioni ^-^ — —- » si ha anche il se- 
'^ ^ ^ ©(a) 

j, guente: 



(122) A«;- „ 2 e(x) e(X'«) e-ix'.) i ^^^ e(a;)- ^ 



« che vale negli stessi casi finché a è compreso fra e 2K 

a ( e 2 K escl.)i ed è ordinato per funzioni — ^7"x " » ove 

, X'q e X'i sono le radici e K della equazione 0' (a?) = e 
« X's , X'3, . . , X'„ , . . sono le radici puramente immaginarie di 
, questa equazione. Invece pei punti estrerai a=0 e a=2K, 
a quando questi punti sono da considerarsi , questo sviluppo 

. dà respettivameute^tHhL^l^KlzO) « A2K-0)-A0)^^ 

La dimostrazione della possibilità di questo nuovo sviluppo 
si fa con un processo del tutto simile a quello tenuto nel 
§. 119 per la dimostrazione relativa allo sviluppo (121); e noi 
quindi T accenneremo soltanto brevemente. 

Si osserverà perciò che, siccome ^„.^, è il residuo di 

;r77-, nel punto X'«, così in questo caso, invece della funzio- 
9 (2:) 



29t 

ne ^{z) data dalla (115) gioTerà prondere la funzione analo^: 

-z) 



^' ice(a)«U)e(^)L è(a-t- 



d/; 



e a questa si applicherà V integrazione lungo un contomo 
rettangolare Cn che sarà formato come quello del §, 119, colla 
sola differenza che i lati del rettangolo paralleli alleasse delle x 
si condurranno pei punti y=2 n K' , y = — w t K' dell' a**s« 
delle y invece che pei punti y=(2n-f-l)K', y= — (2n-|-l)K. 
Con ciò si avrà da studiare la differenza 

r — : / 9{z)dz — Syt analoga alle (116); e siccome entro C„ 

la e'(^) non si annulla altro che nei punti Xq , X^ , X^ , . . , le 7r 
verranno ora ad essere i residui di %z) corrispondenti ai punti 
z=±(2 ri-I) ìK' (r=0 , 1 , 2 , . . , n — 1 ) nei quali 6{z) di- 
viene infinita per V annullarsi di S{sr) . 

Ora , poiché in questi punti il residuo di w-t-z è 

1 . . 

81 avrà: 



•' V » 



»(±(2r+l)»K') 

'H(a+<— (2r+l)tK') 



^ kk' H(a+(2r+l)tK') /*' 
ir e(a) e«[2 r+1) » K'] L 



ovvero, per le (117): 

rÌKt 

kk' H(a4-fK') r^aU+t-iK') "K 



( 



ft, 



" ««(a) e 

talché , essendo : 



«+t K') p H(a+<-*g') ^ . 
••(tK') Jo «(«+0 ' 



1 (X2 



e(»-f ,• K') = ,• j * e ^^H{z), 

1 Ì1C2 

— L _ L 

e'(/K)=,-« *H'(o)=i3 y 



2M'K 



€ì 
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con q' = e , sarà : 



1 n(2r+l)^ 
— -2-kL' '^'' 




e quindi, ponendo -^ =S si troverà: 



2— .^I 



- / [co8£-t-cos3e+.. + cos(2n— l)£]d€, 




da cui, osservando che: 



»-l 1 2n 






si deduce che : 

_ 2 r^^senCi 

2"— 4 - 



seni 



■i 



sen(4n+r^ 


sen(2n+l)£ 


29en2 


2 sen £ ' 


f^sen(2n+l)$ 
(, sen£ 


di, 



con £| = T]F ; 6 quindi questa somma S 7r è ridotta a inte- 
grali di Fourier, e il suo limite per n=oo , quando t non è zero 
ed è fra — 2K e 2K (±2Kescl. ) è appunto uguale a +- 

secondochè t è positivo o negativo. 

Osservando poi che coi processi stessi del §. 119. si dimostra 

1 r 

che r integrale -^ — : / 0(r)dj' ha per limite zero per n=oo, 

si conclude ora come volevamo che lo sviluppo (122) è possi- 
bile in quei casi stessi in cui lo è lo sviluppo (120) finché a 
è fra e 2 K (0 e 2 K esci). Se poi a=0 o a=2 K, allora dai 
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valori di £ Yr e di £ e di £, si vede subito che lo stesso svilup- 
pj (122) quando è applicabile ha respettiyamente per somma 

ciato sopra resta completameute dimostrato. 

£ s^inteade che, come per gli sviluppi particolari già con- 
siderati noa si esclude neppure ora che fra e 2 K la f{^} 
divenga infinita in un gruppo finito o infinito di punti di pritua 
specie, purché resti atta alla integrazione anche ridotta ai 
valori assoluti §. 41. ec. 

123. £ poi da notare che per lo sviluppo (122) si ha: 



«r/ „ f,^-^'^'% H(«+X'») H(«+<-X',) 

?if , « , «j - ^ ^ e (a) e (a-Ho » (>^ n) e* (K) ' 

e per a compreso fra e 2 K e ^ diverso da zero e compresa 
fra — a e 2 K — a ( — a e 2 K — a esci, quando a=2K o a=0) 
si ha: 

+ l = **!v H(a+X',) f* H(«+< - r,) 

-2 i:'Je(a)e(x;)e"(x'n)Jo «(«+0 ' 

ove nel primo membro deve prendersi il segno superiore o 
r inferiore secondochè t è positivo o negativo. 

Se poi a=0 e t==2 K, o a=2 K e t=- — 2 K, allora a causa 
del valore di S^ri i^^l primo membro di questa formola biso- 
gna porre lo zero, e si ha quindi la relazione notevole: 



-^ e(x'H) e"(x„') Jo 



8(0 '^'-"' 



che lega fra loro le radici X'q , X'j , . . , X'„ , . . . 

124. Prima di dare qualche applicazione degli ultimi 
sviluppi, dimostriamo due formole che servono al calcolo dei 



coefficienti degli sviluppi medesimi in casi abbastanza no- 
tevoli . 

Si supponga perciò che f{z) e fj^{z) siano funzioni mono- 
drome e continue della variabile complessa z doppiamente 
periodiche, o almeno tali che per esse si abbia: 

f(«+2K)=^W, /ì;«'+2tK')=i)/l(*), 
az-[ 2 K) Uiz) ,fXz+2iZ:) = p^ az) , 

con p e P\ costanti (*); e ammettendo che f{z) e f\{2) non 
divengano infinite sull'asse delle x , si cerchi di- calcolare gli 

integrali j^A^)|||Ej^^<i^,^A(^)|gEj|rf^ estesi alla 

porzione (0 , 2 K) dello stesso asse, nelPipotesi che X e |i siano 
quantità costanti, la seconda delle quali è reale o almeno non 
ha la sua parte immaginaria uguale a un multiplo dispari di iK\ 

Per questo si osservi che le funzioni f{^) a( \ ' 

f^TTr T^ * meno che non siano costanti, dovranno dive- 

nire infinite in uno o più punti ( in numero finito ) nel ret- 
tangolo ( 2 K , 2 I K') ; e se indichiamo con aj , a^ , . . , Om i 
residui delle stesse funzioni pei punti d'infinito che cadono 
nelV interno di quel rettangolo, e con ò^ , ò^ ,.., 6»/ quelli 
corrispondenti ai punti d'infinito che cadessero sul lato che è 
sull'asse delle y, si avranno le formole seguenti: 



2;tt 



kff' 



TT/^ ^\ m m 



C) Si (usmotte cioè che/(s) e fi{z) siano |fBrticolari funzioni doppiamente pe- 
riodiche di 2.* specie. 



£96 

nelle quali s'intende che Tintegrazìoni siano estese al contorno 
del rettangolo suindicato (2 E , 2 i K' ) o a quello di un altro 
rettangolo che si ottiene da questo spostandolo tanto poco quanto 
si vuole nel senso delibasse delle or, onde far sì che sul contorno 
non cadano punti d^ infinito della funzione . 

Ma negli integrali dei primi membri, le parti estesa ai 
lati verticali si distruggono identicamente perchè nei punti di 
questi lati che si trovano su una parallela air asse delle x i 
valori delle funzioni da integrarsi sono uguali, e i lati stessi 
sono percorsi in senso opposto; dunque le formolo precedenti 
conducono subito alle altre: 






e queste, per essere: 

tic(X-|i) 

ci danno le seguenti: 

iir(X — |jl) 
1 K r2K tìrr— Xì ^^ ^' 



t3t(X — |i) 

f%)l~~^? ^ ^ = i «' + i *- 



l_p, e '^ r2K TT.„ ^> m m 



2 ni 
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K K 

le quali, quando non sia p e =1, o Pi e =1, 

ci conducono subito alle altre notevoli: 



£ 
£ 



/"eli^S "^ g^. 1 2 «■ + 2 '. j . 

1-pe ^ 
(123)^, 



che sono appunto quelle che volevamo trovare. 

e7r(X — |jl) f7c(X — |i) 

Se poi fòsse p e =1, o p| e ^ =1, allora 

colle regole note invece di queste formole si hanno di qui 
le altre: 



i 



(124) . 



„'«-'^5'"=-<||«.+|''l' 



X«'>|£s-'"'— '■'Ài? "■+?*■!"• 



(*) In generale se to («) è una funzione di « monodroma continua e periodica 
per la quale si ha: 

tc(«-f-2K) =w (»), Tc(i4-2tK) = fi io(«), 

con fx costante diversa da uno. e suir asso delle quantità reali questa funzione ò sem- 
pre finita, si arra la formola: 

/•2K 9_. (m m' \ 

essendo av « hj i T'esiliai di io (0) corrispondenti ai punti d'infinito che cadono 
respettiTamente neir interno dol retUngolo (2K , 2 » K') e sul lato x =3 di questo 
rettangolo. 
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(125) 



125. In particolare dunque supponendo |t=0, e ammetten- 
do dapprima che f{z) o f^{9) divengano infinite del prim' ordine 
coi residui (3^1 , o^ , ; . , a» soltanto nei punti Pi , ^ , • • , ^ tn- 

terni al rettangolo (2K , 2fK'), basta osservare che ^r-. diviene 

infinita per z=i¥: col residuo ^777177^=— W \ -Tr^mr 

©(tK) y 2kkK ove 

K K 

q=Q , per dedurne subito, che se non èpe = 1 1 o 

xtCK 

jp^e =1, colle attuali ipotesi rispetto a fjg) o f^ijr) si 
hanno le f ormole : 

1 — ^pe 



1 K 

1— Pi « 



che per essere: 



E se 10(9) contiene nn altra yariabile X • rispetto alla quale è pure mqnodroma 
e contlnaa ec, e per nn valore particolare >o di qnesta Tariabile si ha /i=l, allora 
sarà: 



/•2K 27r» /«« «' \ 



gli apici indicando le deriyate prese rispetto a X P®^ ^ = V 

Questo osserrazioni potrebbero ntilizsarsl anche per trovare nnoTi STilnppi, 
poiché per esse, posta la forma dello syiluppo, si possono determinare i coefficienti, 
per fare dopo le relativo veriflcazioni coli* applicare i metodi generali che qoi ab-^ 
biamo dati. 



1 
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©(iK'-X) 1 2 'e ^^ H(X) , H(i K'-X) = » 3 * e ^ ^ e(X) , 



danno luogo anche alle altre: 
►2K 



iit\ 



6) 



rLfe^W _2iLÌ_( Va ^iP-Z^-x/-^ e" V-K')H(X) 

1-p e 



ì. 



t'irX 

2e 



K 



1— Pi e 



la prima delle quali quando f{,x) = l ci dìt la seguente: 

rir H(x) 

^^VókìP 

K" 



27) r^?(^=L)dx— ^ll-v/-^ 



2E 
K« H(X) 



1-e 



2kk'K 5cX' 



2K 



e la seconda quando f^{z) = e ^'^ , e quindi p^ = g, dà luogo 

air altra : 

ink 



ticx 



,128) 



K 

e e(X). 



r2K 2KH(x— X), 2ni\/q J n 

Jq * "éixr ici\^2kk'K 

1-26 ^ 

che facendovi X=0 , e osservando che sn 2 = y= g^, 



e 



e(0) = \/^ , ci dà : 

r2K 

io ■ 



♦Ita; ^ __ 
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ovvero 



^/O 2K '^Q 2K *(l-<7) 

1 26. Supponendo invece che /];«) o f<fjf) divengano infinite 
per 2f=/K' e non lo divengano in nessun altro punto nell' in- 
terno del solito rettangolo né sul lato ir=0, e non sia 

"K" T(" 

2> e =1 , 2?, e =1, si avranno le forinole seguenti : 

•2K ar^ \\ O..J. /•2K Ti/^ ^^ 2rf6, 



r-4 ,e(ar~X) , 2itih Pf H(j:-X) ^ 



{HA 



1— p e 1 — p, e 

essendo i e 6, i residui delle funzioni ^A -. f{z)-\ — r" 

per z=4 K' ; e di qui in particolare prendendo per es. 

^*^^^^ "^(^ ' ^'(^)=" e(^~|i ' ^»^^^ ^ ^"^ ^' '^^ ^^^"^ ^"^ ^ ' • • 

si hanno altre forinole notevolissime nelle quali i e òj possono 
determinarsi colle formole del §. 62. E s^ intende al solito che 

se sarà p e =1, 0^4 e =l,ai quozienti dei corrispondenti 
secondi membri basterà sostituire i quozienti delle derivate 
prese rispetto a X. 

127. Trovate ora queste formole, si vede subito che 
cambiandovi X in Xq , X^ , X^ . . . . X^ , . . o in X'q , X'| , X'^ , . • si 
ottengono i coefficienti degli sviluppi (121) o (122) corrispon- 
denti alle attuali funzioni f{x\ f^{x\ e questi sviluppi val- 
gono evidentemente per tutti i valori reali di x\ talché si può 
ora affermare che: 
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1/ 9 Quando è data una funzione periodica e finita f{x) 

\ della variabile reale x col periodo 2K, se si troverà che 

9 questa funzione considerata anche pei valori complessi di z 

„ è monodroma e continua e doppiamente periodica coi perio- 

9 di 2 K e 2 f E', o almeno è tale che per essa si abbia : 

f{z-\-2 K) = m , A»+2 i K') = p f{z) 



9 



SI 
9 



con p costante , allora indicando con Xq , X^ , X^ . . . le solite 
radici della equazione H'(^) = 0, e con a,^,„ e iy,,, i residui 

„ della funzione f{z) — ^ **^ corrispondenti ai punti d' infinito 

9 che cadono respettivameute nelP interno del rettangolo 
(2 K 4 2 { K') e sul lato x=0 di questo rettangolo, si avrà 
la formola seguente: 

m m' 



1-pe 

o : 
(131) ] m m' 







1 K 

1— ^ e 



„ che varrà per tutti i valori reali di x , supposto ben inteso 
9 che se per alcune radici Xm si avesse pe =3 1, allora nel 



m m 

, termine corrispondente, al quoziente -J biso- 

t:cX« 



1 K 

1— jp e 



D, 



20 
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y, gnerebbe sostituire il quoziente delle derivate rispetto a X, 
K 



cioè — - T-^ 



m m ) 



, 2.*" Quando è data una funzione periodica e finita /iC^*) 
a della variabile reale x^ se si troverà che questa funzione 
, considerata anche pei valori complessi ài z è monodroma 
a e continua e tale che si abbia: 

9 con p^ costante, allora indicando con X'^ i X'| , X'^ , . . , X'^ ,.. 
, le solite radici della equazione 9\z)==^0^ e con a.^,^, e \n 

, i residui della funzione fj^{z) — ^ . corrispondenti ai 

9 punti dMnfinito di questa funzione che cadono rispediva- 
, mente nelV interno del rettangolo ( 2 E , 2 » E') e sul lato 
^ a?»sO, si avrà la formola seguente : 



m m 

00 



J,i« 



N 



2 «•'- + 2 

(132) A(x>=2èM'|^^^^±^I ^ 

1—Pi e 
a che varrà per tatti i valori reali di x, colla solita awer- 

* « x; 

E 

a tenza per quei termini pei quali fosse p, e e=> 1. 

128. E nel caso particolare in cui f{z) o f^{z) non di- 
vengano infinite sul contorno del nostro rettangolo, ma lo 
divengano soltanto nelP interno e del prim' ordine nei punti 
Pi 1 Pa 1 • • Pm coi residui a^ , a^ ,• . . Om , allora per tutti i valori 
reali di x si avranno le formole seguenti : 
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( 133) f^xy=-i%kK y g^^^ H(x,)H"(X«) «^ ( f *• e(p») 

, K 

1 — -p e 



*«>■„ 



i~ir 2K 



(i34),x.)^.2..| ,^^g-+)e"?(x,) -^||-^V=^ + 



1— Pie 



teX' 



H 



Vf^K'"'««W">i- 



fefc'K 

la prima delle quali per /(^)=1 dà luogo all' altra notevo- 
lissima: 






imXh 
2K 



K T H'CXn) iwXj..' 

1 — e 



ovvero : 



(135) ec«)-V"#§-ff4i: 

H (X«) sen ^ 

che dà uno sviluppo particolare di %{x) che vale per tutti i 
valori reali di x. 

2K~ 

Similmente la (134) per fi(^)= e ci dà la seguente: 
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(136) e(x)=-v/^e~'"^Ì g(^+^'-) , 

V2K ft--fV->nrn ^^'"+*^^) 

« (A.»;8en gr 

• 

che dà un nuovo sviluppo di 9(x) per tutti i valori reali di x. 
129. Invece se f{z) o /'^(^> divengono infinite per «=* K' 
senza divenirlo in altri punti né dell'i nterno né del lato x=0 
del solito rettangolo (2K , 2tK'), allora per la corrispondente 
f{x) /'i(a;) si avranno gli sviluppi seguenti : 

® e(a;+Xn ) K 

^^) = -2*** te(x)H(X,)H(X«) tX ' 

K ^ 
1 — » e 
(137) ^, ^ 

f,(a:)_2tA:* ^ e(^) e^X'J e'(X'. ^ 

1— Pi e 

essendo 6» e ò'n ì residui di f{z) ^ " e AW ^z \ " 
per a=>jK', e coiravvertenza fatta sopra pel caso in cui sia 

pe =1, opje =1. 

È da notare che eambiando in tutte queste formole 

-fix) f. (x) 
f(x) e f^{x) in ^T-r e -^--^, si può fare sparire il diviso- 
re S(x) che figura nei varii termini delle nostre sme, le quali 
vengono così ordinate per funzioni B(a;-|-X^), e H(a:-j-A'^). 

Queste formole poi, con prendere /'(g)=— ^. > , f{z)=sv} z , 

fy\Z) 

AC-s") = cn ^ , /'4(^) ■— — nrv^ » • • • 1 con p. costante , danno 

f9(Z) 
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nuovi sviluppi notevoli di ©(a? — |i) , sq* J? , dn a: , %\x — |i) , . . 
H(a? — (t) , sn a; , cn a: , H'(a? — [i) , . . . , per tutti i valori reali 
di X ec; e questi sviluppi, che risultano così come applica- 
zioni dei teoremi che precedono, possono riguardarsi come altret-* 
tante formole della teorica delle funzioni ellittiche {*). 

130. Non faremo altre applicazioni dei processi generali 
che abbiamo dati in questo capitolo, perocché quelle che ab- 
biamo fatto ci sembrano sufficienti a mostrare V utilità dei 
processi medesimi, e il modo di valersene. 

Faremo invece alcune altre considerazioni generali inco- 
minciando dair osservare che trovato uno sviluppo di una fun- 
zione f{x) coi processi qui indicati, se ne potranno avere infiniti 
altri simili cambiando la funzione (p{t^a^h^) che vi figura in 
un altra ^(^, a) ^( ^ ,a , hn\ essendo ^t , a) una funzione che per 
^=0 si riduca air unità qualunque sia a, e che, oltre esser 
finita pei varii valori che si considerano di ^ e di a , goda della 
proprietà che riguardata come funzione di t sia atta alla inte- 
grazione per ogni valore speciale di a, e soddisfi a una delle 
condizioni che si richiedono per potere assicurare che con t 
diverso da zero e comunque piccolo si ha : 



r 

lim / 



i rt 

^0 »=« ^0 

come ad es. questa funzione ^t^(i) considerata come funzione 
di ^, per ogni valore speciale di a, non venga ad avere nell'in- 
torno di ^==0 altro che un numero finito di massimi e di 
minimi . 

n Kra già stampato il foglio precedente qnando ho ricoTato ona lettera gon- 
tilissima del Sig. HenDÌte nella quale mi annunzia che Egli aveva trovato la forma 
degli Bviloppi precedenti, ma senza avere uqi dimostrazione rigorosa della loro pos- 
sibilità. Però anche 1* avere trovato soltanto la detta forma (che come già ho detto 
nella nota alla pag. 283 a me fu fatta conoscere pel caso dello sviluppo (Ilo) dal 
sig. Mittag-Leffler) costituisce un passo importantissime nella teoria degli attuali svi- 
luppi. Aggiungerò che nella lettera qui indicata, che io mi riservo di comunicsre alla 
Pirezione degli Annali di matematica di Milano per la sua pubblicazione, il Sig. Her- 
mite giange Egli pure per altra via a formole analoghe a quelle che io ho dato nei 
paragrafi precedenti, e ottiene altri risultati notevolissimi. 
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Supposto infatti che ^{t^a) soddisfi a queste condizioni ^ 
si vede subito (§. 39) che se lo sviluppo (1) del §. 53 è 
applicabile alla funzione f{^) nel punto a, le sarà pure 
applicabile T altro sviluppo: 

f 1 r* 

l co fb 

1 Ja 



2tì 



e così pure se a f{x) nel punto a sarà applicabile lo sviluppo 
(3) del §. 56 cioè: 



1 /*& j 00 f»| 



■6 
2G 

ore le Ph,* sono quantità costanti determinate dalla formola 

Pm..^ / f{.x)Kn^x)dx, 



lo stesso sviluppo saia applicabile anche quando il (p{x — a,a,%,) 
si muti in <J»(a; — a , a)y(ar — a i « , ^o) i ® '* quantità P«^, senza 
essere più costanti, vengano invece determinate dalla formola : 



rb 

•'a 



e più particolarmente ancora, se sarà applicabile a f[x) pel 
punto a lo sviluppo (15) del §. 60 cioè: 



20 



rb -1 co m 

j A'a'M*— *»a,*o)<'^+2à2»2» P".»H,(X„a), 



\> 
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ove: 






e le p„,« sono costanti determinate, lo stesso sviluppo resterà 
applicabile anche quando sia: 

rb 

K^=Pny f /(a;)F(aj)<Ka:— a,a)H,(X„a:)Ar, 
Ja 

I 

e il f (a? — a , a , A0) sia cangiato in ^{x , a) y(a: — a , a , &q) . 

131. SMntende come questa osservazione possa condurre 
a infiniti sviluppi differenti che, per quanto si disse nel §. 39, 
valgono negli stessi casi di quello da cui si parte, e possono 
talvolta valere anche in casi più generali. 

Così ad es. partendo dagli sviluppi di Fourier si giunge 
a infiniti altii sviluppi della forma : 

1 "^ 

2 ^0+2 ^^«^^^ wa+^n sen na), 

ove le a^jbn non sono più costanti, e sono date dalle formole: 

1 r« 1 r^ . 

a^==5 ~ / f[x) ò(x— a,a) cos n x dar, 6^=- / /(a:Wa?— a,a)sen n x dx; 
e così in particolare si giunge agli sviluppi nei quali si ha: 

e a quelli nei quali : 



308 



1 r^ j /-Tt 

an=-~ I f(x)Xp{\-\-X'-(x)coBHxdx,bn=- / /(:t?)Xp(l+J— a)sennTÌx, 

ove Xp è una delle note funzioni di Legendre, ec. • . 

132. Aggiungiamo che, se per es. a>6, e ^x) è una fun- 
zione che prende i valori a e b per os=a^ e x=b^^ e da <i| a è^ 
è finita e continua e non è decrescente , e ammette una deri- 
vata determinata e finita e atta alla integrazione fra a^ e 6^, 
dopo di avere trovato uno sviluppo di una funzione f(x) fra 
a e (, come ad es. lo sviluppo generale (1) del §. 53, cioè: 

l rb i 00 rb 

(138) gjg/ f{x)f{x-a,aX)^xi'^2 I f(^)\?{^-o^^oL,hn)-9{^-cL,aX^ì\dJ', 

cambiandovi a in (]>(a) si otterrà una serie che rappresenterà 
fl^oL)] pei soliti valori di a fra a^ e b^ pei quali /t4^(a)], 
considerandovi ^a) come variabile, viene a soddisfare alle 
solite condizioni ec. E cambiando poi anche x in ^a*), e 
/]^^(a:)] in f{x)^ si otterrà lo sviluppo seguente: 



1 Hi 



+ Ìq i / /l^H'W { ?[<K-^)-<K«).<Ka)^) -tW^j) -K«).<K«) A-i] { dx , 

•^C^i 

che sarà ordinariamente dififerente dallo sviluppo (138) dal 
quale siamo partiti, e rappresenterà /(a) nei soliti punti a fra 
a^ e il negli intorni dei quali la funzione f{x) non fa oscil- 
lazioni, o soddisfa a una delle altre condizioni che si trovarono 
in generale, notando però che alcune di queste ultime condi- 
zioni verranno ora leggermente modificate , dovendo esse ri- 
portarsi air antica funzione /t4^(^)]i ®c.; di modo che per es. 
le condizioni rispetto alla derivata delPantica funzione ^[^^)]t 
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f(x) 
verranno ora relative a ;,,-- , e quindi esse resteranno ancora 

relative a f{x) semplicemente, quando fra. a, e 6, la ^\x) 
sia sempre diversa da zero, ec. 

133. Così, in particolare, partendo d^li sviluppi: 



l rb j 00 m 

" -a 11 



ove si ha respettivamente : 



Pm* = / A-^) ^n,s{x) d X , O. P„,. = p„. / A-^O F(a;) H,(Xh .X)dx, 

con pn^• quantità costanti determinate, dietro l'osservazione 
fatta ora se ne dedurranno gli altri sviluppi: 

gL / /(.T>],'0^)p[^(a:)-cKa), ^ (a) , Ao] d.r+ ^^ ]S„^.Pn,. H.[X., ^(ot)], 
•^aj 1 1 

ove si ha respettivamente : 

P«,. = //'(a')f(^)K„.[<l.W]da:, 



o: 
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esseudo p„,« le costanti precedenti, e questi sviluppi rappre- 
senteranno f{x) nei soliti punti a fra a^ e ò|, ec. 

134. Più particolarmente ancora, partendo dallo sviluppo 
di Fourier: 

1 °^ 

2 ^0 + 2 (^» cos n a: + bn sennx ), 



ove: 



l ri: i rt: 

an=^-^ I f{x)cosnxdx^ Ìh = - / /t^)8enna?da;. 



si ottiene P altro; 



1 °^ 



? 



ove: 



1 A 1 pi 

«n** - / /(a7)^'(^)cos[n(I)(ir)]da?, 6„=- I /(a:) f (a;) sen [n4»(x)]rfx, 

con (J»(a|) = — ic ^ (p(J^) = 7t, ec. talché se si prende per es. 
^(x) =■ am ^ , osservando che colle solite notazioni della teo- 
rica delle funzioni ellittiche si ha a4= — 2K, b^=2K^ ^\xy=^x^ 
si giunge al seguente sviluppo: 

l "^ 

o ''o 4" 2 1 ^" ^^^ (n am x) -|- 6„ sen (n ama; )] 



ove: 



1 r^K 1 r^K 

a^=-- I f{x)inxcos{n2aax)dx, hn^=^— ì /(ar)dna?sen(nama?)(fa? , 
V— 2K ^•/— 2K 

che è lo sviluppo cui mi accenna il sig. Hermite nella lettera 
citata in nota alla pag. 305; e siccome fra — 2K e 2K la dnar 

è sempre diversa da zero, questo sviluppo varrà per tutti i 
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punti a fra — 2E e 2E nel!' intomo dei quali f{jc) non ft 
oscillazioni; o ha una derivata che resta atta alla integrazione 
anche ridotta ai valori assoluti, ec. 

Nuovi sviluppi si otterrebbero al modo stesso dagli altri 
sviluppi particolari per funzioni di Bessel, sferiche, e Jacobiane 
che abbiamo date nei paragrafi precedenti. 

135. Oltre a questo osserviamo che in tutti gli sviluppi 
precedenti, gli integrali che figurano nei singoli termini erano 
estesi air intiero intervallo (a , b) nel quale la funzione f{x) da 
svilupparsi era data, e questo intervallo dipende dalla natura 
dello sviluppo. 

Quando però invece delP intiero intervallo (a , h) se ne 
consideri soltanto una parte {a' , b' ) per modo che sia 
a ^a' <6'<6, allora, sia valendosi degli antichi sviluppi, 
con prendere arbitrariamente la f\x) fra aeb' e prenderla 
uguale a zero nelle porzioni rimanenti di (a, b) , sia valendosi 
delle considerazioni generali, si vede subito che si potranno 
fare dei nuovi sviluppi che differiscano dagli antichi in quanto 
gli integrali che in essi figurano invece di a e b abbiano per 
limiti a e V; e questi nuovi sviluppi varranno ancora, come 
gli antichi, per tutti i valori di x fra a e b' pei quali saranno 
soddisfatte le solite condizioni; con questa sola differenza che 
nel nuovo estremo a , quando questo punto sia fra quelli da 
considerarsi e sia interno alP antico intervallo (a , &) , i nuovi 

sviluppi avranno per somma h" /"(^ +0)» ® nelP estremo 6', 
se anche questo è interno alPantico intervallo (a^b) ed è fra 

quelli da considerarsi, essi avranno per somma -^ffjb' — 0); ec* 

Cosi per es. negli svilpppi di Fourier gli integrali che 
figurano nei coefficienti an e bn potranno estendersi fra 

— ò ® o ' ® allora gli sviluppi corrispondenti varranno soltanto 

neir intervallo f — 9» 9" ); g'^ integrali che figurano nei coef- 
ficienti degli sviluppi per funzioni P per funzioni di Bessel I 
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1 1 

potranno estendersi per es. fra e ^ o fra ^ e 1 e allora 

gli sviluppi corrispondenti varranno soltanto pei nuovi inter- 
valli (o » 2) '(2 ' ^)' ®^* 

136. Facciamo anche le seguenti osservazioni generali . 

Notiamo cioè che in tutti i casi da noi considerati la riu- 
scita dei metodi precedenti dipende dalla circostanza che le dif- 
ficoltà inerenti alla ricerca della possibilità di un dato sviluppo 
vengono con quei metodi decomposte in due; Puna relativa 
soltanto alla natura dello sviluppo» e V altra relativa alla fun- 
zione da svilupparsi. 

Alla seconda di£Bcoltà, dopo di avere superato la prima, 
si risponde colla applieazione dei teoremi generali del Gap. III.; 
la prima poi viene sempre ridotta air esame di una serie che 




deve rappresentare il limite deirintegrale 1 ^(^ , a , h^)dt corri- 

spondente a quello sviluppo , e air esame della somma S» dei 
primi n termini di questa serie e della derivata S n di questa 
somma; e, fondandosi sulla teorica dei residui, Pesame della 
detta serie e delle somme S» e S'„ viene ridotto a quello di una 
differenza nella quale figura un integrale esteso a un certo con- 
torno, ec. 

137. Ora è degno di nota che, mentre nei §§. 64 e seg., 
una tale, riduzione T abbiamo fatta introducendo in calcolo la 
funzione iv{z) di cui erano infiniti le quantità X| , X^ , . • . X» , . . 
potremo sempre però introdurre in calcolo anche altre funzioni; 
poiché, quando per es. si conosca una funzione monodroma e 
continua W(^) che per valori di z presi ad arbitrio a^aj,.., ^Ri- 
divenga infinita del prim^ ordine e abbia per residui i termini 

della serie sopra indicata relativa all'integrale / if(t,a.,hn)dt, (*), 

n Si dimostra che di tali fanzioni W(a) ne esiste sempre on numero 
infinito, quando le distanze fra i ponti ai , oj ^ . . , on ^ . . , non scendono mai 
al disotto di una lunghezza data a« o anche più generalmente quando in ogni 
porzione finita del piano a non cado che un numero Anito drgli stessi punti. 
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allora se C„ è una linea che non passa per alcun punto d^in- 
finito di W (x) e ha nel suo interno i punti a| , a^, . . , a„ , 
la somma dei primi n termini della stessa serie sarà uguale 

1 r ^n 

alla dilBFerenza ^r— . / W{js)dz — ^Yri essendo 7r i residui cor- 

rispondenti agli altri punti d' infinito di W{z) che cadessero 
entro 0^; e quindi lo studio di quella serie si ridurrà allo studio 
di questa differenza, ec. . . 

Qnesta osservazione, che può applicarsi anche al caso 
delle serie più generali dei §§. 57, 58 e 59, potrà talvolta 
riuscire utilissima. 

138. Continuando ora le nostre osservazioni generali 
ricordiamo che nei §§. 53. e seg. noi abbiamo sempre richie- 
sto che la funzione (f{x , a , A„) che si aveva via via da con- 
siderare soddisfacesse alla condizione che per ogni valore diverso 
da zero e positivo ma comunque piccolo di e, e per ogni valore 

di a fra a e 6 (a e 6 al più esci.) gli integrali / f(a;,a,A«)(fx, 

I (p{x^ oc, hn)dx al crescere indefinito di n tendessero ambedue 

verso una stessa quantità finita e diversa da zero G, indipen- 
dente da e e anche da a. 

Ora, quando i linaiti per n==oo di questi integrali esistes- 
sero e fossero ancora indipendenti da e ma non avessero tutte 
le altre particolarità ora indicate, per modo cioè che posto 

lim / (p{x^a^ AJdx=Q(a), lim 1 9>(a? , a , fc„)da?=G^ (a) , G(a) 

1=00 JQ ii= a>«/_g 

e G| (a) fossero ancora diversi da zero, ma non soddisfacessero 
alle condizioni di essere uguali fra loro e indipendenti da a, 
allora è evidente che considerando invece della serie (1) del 
§. 53 le altre serie: 
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Xb co rb 

1 ^a 



^"'^ i Ww.r+ G^Hh ^"-' ' "^ ' *«^ ' " 



+ 



■^~2 2[mfymfly'^ |.(-a,.À)-iK-«,-,*.-.)K- 

queste pei valori di a fra aeb pei quali sono soddisfatte le solite 
condizioni del §. 39. ec. (a e ò al più esci.) avranno per somme 

respettivamente G{a)f{a^O)+G^{a)f[a—0) e \ {/(a+0)+/(*— <>) } ; 

talché la seconda di questa serie potrà ancora servire alla 
rappresentazione analitica della funzione data f{x\ ma la sua 
forma sarà ordinariamente differente da quella che prima si 
aveva . 

Quando poi, senza escludere ora che una delle due fun- 
zioni G(a) e Gi(a) possa anche essere zero, si riscontri che la 
funzione G(3)-|-G^i(a) è finita diversa da zero e atta alla inte- 
grazione fra a e i, allora cambiando nella prima delle serie 

f[x) 
precedenti f{x) in ^ 1 1 n / m ® valendosi di quanto si disse 

al §. 39, si vede subito che , la serie : 



9 pei punti a fra a e 6 nei quali f{x) e G(^)+6,(^) soddisfano 
, alle solite condizioni del §. 39 ec. (*) avrà per somma 

(*) Propriamente, Tolendo Talersl di quanto si disse nel §. 39, bisognerebbe 
richiedere che le indicate condizioni, invece che per la funzione G(a?) -|- G|(a;), fossero 

soddisfatte per la soa inversa ^, . , ^ . . ! ma coi ragionamenti del medesimo §. 89 

G(x)-|-G,(«) 

si trova ohe quando quelle condizioni sono soddisfatte per una funzione F(ar), esse 

10 sono anche per la sua inversa pei punti negli intorni dei quali essa è diversa da 



hx 



+ 
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Q(«)/1(«+0) G,(a)r(«--0 ) 

» G(a+0)+G,(a+0) + G(a-0)+G,(a-0/ ^ ^"'°^' ^''* ^^'* 
, ancora lo sviluppo di f[x) in tutti i punti a nei quali /(.t), 
» G(a:), e G^Ca?) sono continue, e f{x) e Q(-^)4-Gj(a?) soddisfano 
yy alle condizioni ora ricordate del §. 39 ec. ,; e si può notare 
che la serie scrìtta ora non è altro che una serie più generale 
della (1) del §. 53 che si rìduce alla (l) stessa nel caso partico- 
lare di Gf = G c=: cost; e si ottiene da questa sopprimendo il 
divisore 2G faori dei segni integrali e cambiando la funzione 

?(x-a,a,A.) neU' altra ^'^^^^^.(x) " 

Questa serie (140) sarà quella di cui più spesso ci varremo 
negli studii generali che faremo in seguito; e per questo tro- 
viamo utile anche il notare che, per le osservazioni del §. 41, 
il teorema ora enunciato intomo alla serie (140) vale anche 
quando G(ì:) + Gj(a:) diventi zero in un gruppo di punti finito, 
o infinito ma di prima specie fra a e 6, purché questi punti di 
zero di Q{x) •-{- G|(a;) non combinino coi punti d^ infinito che 

potrebbe avere la f{x) , e purché la funzione /^/ \xa ^®^^^ 

atta alla integrazione fra a e 6 anche ridotta ai valori assoluti. 
Del resto poi se le funzioni Q(x) e G^ (ar) saranno ambedue 
finite e diverse da zero e atte alla integrazione fra a e fr, 
allora quand'anche sia G(.x)-j-6|(.ir)=0, oltre a valersi della 
seconda delle due serie (139), e anche, ove ne sia il caso, della 
serie (140), potremo valerci altresì dell'altra: 

139. Passando dunque al caso particolare delle serie del 

zero; e quindi i lisultati ivi ottonati pel caso del prodotto di dae funzioni Talgono 
anclie pel caso del loro quoziente finche questo è fluito, ec« 



Ja 
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§. 58, noi possiamo notare che, se sì troyerà che la somma 
della serie (7) per i positiva è 6(a) , e per i negativo è 
— Gj(a), e tutte le altre coudizioni saranno soddisfatte, la 
serie: 

h 00 



a 
ove: 



Ja 



Pn,i=Pn,i I A^) F(a?) Hn,, (x) d X, 

Ja 

considerata pei soliti punti a fra a e 6 avrà per somma 
G(a)/'(a+0)7hG,(a)/(a— 0); e se GOt) + G/a?) per a? com- 
preso fra a e & non è uguale a zero o lo è soltanto in un gruppo 
di punti di prima specie come si disse sopra, la serie: 



ove: 






'«« = !>.,. / A'») c^S .^""I .^^ H»- (*) <^'» 



arra per somma q^.+o) + G,(a+0) + G(a-O) + G,(a-0) 
nei punti a nei quali f{x) e G(x)-4-G|(2;) soddisfano alle solite 
condizioni del §. 39 ec; talché evidentemente si può ora affer- 
mare che quando, prese date funzioni F(a:) e tf[x — a , a , Ao)i le 
somme G e — G^ della serie (7) per i diverso da zero e posi- 
tivo, e per t diverso da zero e negativo vengano indipendenti 
da t ma non soddisfino alla condizione di essere diverse da /«ero 
e uguali e di segno contrario e indipendenti da a, allora, se 
esse avranno una discontinuità per ^=0 (per modo cioè che non 
siaG== — G^), cambiando nella serie (9) le funzioni ^(x — a,a,Ao) 
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T?r \ 11 li. 9>— «,«,^0^ F(x) 

e F(x) nelle altre ^q^^) ^ q^^^ 'WHf^r ' soppr.men- 

do il divisore 2G faori dei segni integrali, si passerà ad un altra 
serie (140) della stessa forma che pei soliti punti a suindicati 

*Trà n«r «nmma G(«) /'(a+O) , G,(a) /'(a-O) 

ayra per somma ^ — n\\~l~rr~? — i~m "i 



G(a+0) + G, (a+0) ^ G(a— 0) + Gi(a— 0)' 
e che in conseguenza rappresenterà la funzione data f[x) in 
tutti quelli fra questi punti a nei quali f{x)^ C^(^)i ^ ^ii^) 
sono finite e continue. 

140. Fermandosi dunque più specialmente al caso delle serie 
(139) o (140) , ne segue anche più in particolare , che se 
neir applicare il teorema del §. 64. si troverà che la differenza 
(35) ha per limite per n=oo una funzione X(a,Q che ha una 
discontinuità . ordinaria per ^=0, ma senza che X(a,-|'0) e 
X(a, — 0) soddisfino alla condizione di essere diversi da zero 
uguali fra loro e di segno contrario, e indipendenti da a, 
allora il teorema stesso verrà subito applicabile quando 
si sopprima il divisore 2G che comparisce nei termini delle 

serie (33) corrispondente, e alle funzioni r-^ e F(x) si sosti- 

tuiscano le altre ^ — j-— — ^ —i :j- — --r- — ^. ;rr, senza 

X(-r,+0)— X,a:,— 0) X(x,+0) — X(a?,— 0) 

che vengano cambiati i coefficienti pny» i e solo intendendo che 
nei punti intemi a di continuità di f{x\ e di X(a?,-|-0) e 
X(a?, — 0), la sonmia della serie corrispondente sia appunto f{x) 
e in quelli delle discontinuità ordinarie sia 

X{a,+0)f{a-^0) x(«,-0)/i:a~0) 

X(a+0,+0)-X(a-f-0,-0) x(«-0,+0)-x(a~ 0,-0) ' '"P* 
posto ^ ben inteso, che si tratti di punti a pei quali sono sod- 
disfatte le solite condizioni del §. 39, e intendeiido che per es. 
X(a-f 0, +0) sia il limite di X(a?, +0) per a:=a+0, ec 

141. E se nell^ applicare i teoremi dd §§. 68 o 69 , si 
troverà che le differenze (40) o (42) non hanno per limite 

4*2 ^ — 2^^^^^^^^ ^ ^ positivo negativo, ma, esistendo 
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ancora questi limiti e avendo una discontinuità per ^=0, sono 
invece uguali a 6(a) e — (^1(^)1 allora perchè i teoremi continui- 
no ancora a sussistere basterà cambiare la funzione tp{x — 0,0^) 

corrispondente, ponendo ^ . . . ^ . invece di F{x) negli inte- 

grali che compariscono al numeratore dei coefficienti ;„,« della 
serie che serve a rappresentare la funzione data fi-ti)^ dimo- 
doché questa serie conserverà ancora la forma: 

(141) 2 { inH H| (K^)+qn.t Ha (X,,a)+ . . +g„« H« (X,,a) } , 
1 

essendo però ora: 

/ F(ar)HVX,,«)<te 

e la soa somma pei punti a nei quali f{x) e G{x) -]- 0i(x) 
soddisfano alle solite condizioni del §. 39, ec. sarà 

G(a4-0)+G,(a+0)+G(<x-0)+G,(a-0)' * " "^"" ' ^""^ 
per quei punti a nei quali le funzioni stesse f{x) , Q{x) e Qt^{x) 
sono continue; talché per tutti gli indicati punti a si potrà 
scrivere : 



G(a-f-0)4-Gi(a+0y' ^^G(a— 0) + Gì (a— 0)' 

00 

^=^2 1 9H,iH,(X«,a)+j^,jH2(XH,a) + . . + a.,« H« ((X„a) } , 
1 

ove le qn^t sono date dalla formola precedente. 

142. Qui però è da osservare che se dei valori a pei quali 
questa formola è applicabile ve ne ha in ogni porzione del- 
l' intervallo (a , 6), e se alla serie del secondo membro è 
applicabile termine^ a termine la integrazione definita fra a e 6 
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(il che, come mostreremo in seguito, accade ordinariamente), 
allora cambiando a in x e moltiplicando per F{x) H« (X„ , a?) i 
due membri di qaesta formola e poi formando la serie degli 
integrali fra a e (, questa serie rappresenterà V integrale della 
somma. Ora la serie degli integrali, tenuto conto dei valori 

/*& F (x) 

attuali di jr^,,, si riduce a / A^) q j,x^q .M ,(}.^,x)dx, mentre 

rb 
per rintegrale della somma può prendersi / /][x)F(a;)H,(X«,a;)<to, 

giacché evidentemente la funzione f{x) dififerisce dal? altra 



soltanto per funzioni d^ integrale nullo; dunque dovrà essere: 

Questo evidentemente porta che Gt(a:)+G^(a?) debba essere 
sempre uguale ad uno air infuori di una funzione d^ integrale 
nullo, perchè altrimenti profittando della tanta arbitrarietà che 
è in f{x) si potrebbe fare in modo che V ultima eguaglianza 
non fosse soddisfatta; dunque nel caso attuale la funzione 
Q{x)'\'Q^{x) dovrà prendere il valore uno in punti di qualun- 
que porzione dell' intervallo (a , 6), e se essa è continua fra 
a e 6 dovremo avere sempre Q{x) -f- Gì {^) = 1 ; di modo che 
allora la somma della serie (141) in tutti i punti a; fra a e 6 
pei quali f{x) soddisfa a una delle condizioni del §. 39. «e. 

sarà Ot(x) f{x + 0)+Q,{x) Ax-0), o J- f A^+0) + fi^-^) \ + 

+(c^ - 1 )i A^+0) - A^-0)! . 

Questa osservazione vale anche pel caso delle serie gene- 
rali considerate nel §. 59. 
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142. In correlazione colle precedenti osserrazione generali in- 
tomo alle variazioni che possono farsi sulle funzioni ^{x — G^a^.), 
giova ora notare che se nei teoremi di questo capitolo la fan- 
zione via via indicata con F(x) si muta in un altra F/o;), e al 
tempo stesso la funzione indicata con ^x^a^a^hQ) si mata 

F (x) 
in 9(x — a , « , Aq ) -^ . \ allora la funzione corrispondente 

9(a?— a , a , A») risulterà .moltiplicata per ht^ ; e quindi se, es- 

K(X) 

Bendo a un punto intemo alP intervallo (a,ò) che via via si 
aveva da considerare, colla primitiva funzione f{x — a,a,Aai) 

si trovava lim / (f{x — a,a,AH)da?=G(a)+G|(a) quando i li- 

11=00 y^i' 

miti a' , b' deir integrale comprendevano il punto a per modo 
che fosse a! <ji<CJ)\ si vede subito che colla nuova funzione: 

ai troverà ordinariamente: 



V C^' , I. N j Pi(«+0)^, X , F,(«— 0)^ , , 



ec* 



talché questa funzione tf^{x — a^a,^^) figurerà ordinariamente 
comeT antica, a meno che neirintervallo d^ integrazione {a' yV) 

F (x\ 
la funzione pl-y non presenti qualche singolarità , come ad 

esempio quella di divenire infinita o di 'avere infinite oscilla- 
zioni senza soddisfem^ ad alcune delle condizioni che si hanno 
nel teorema del §. 89. 

Per questo adunque, quando la funzione Y{x) che figura 
nei nostri sviluppi non sia anticipatamente conosciuta, si potrà 
ordinariamente partire da una funzione ausiliaria qualsiasi F|(a?), 
salvo ad aver poi riguardo alle singolarità' che la scelta 
particolare che si fosse fatta di questa funzione potrebbe por- 
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tare quando, con valersi delle considerazioni fatte ora o di 
quelle del paragrafo precedente, si volesse passare ad un altra 
funzione ¥{x) per la quale le corrispondenti 6{a) e G|(a) sod- 
disfacessero a condizioni speciali, come ad esempio a quella di 
essere diverse da zero, e indipendenti da a. 

143. Le osservazioni che abbiamo fatte estendono già 
grandemente i risultati ottenuti nei primi paragrafi di questo 
capitolo; ma questi risultati possono venire estesi anche ulte- 
riormente • 

Si noti perciò che se è data una funzione 9 {t, a^ h^) che, 
considerata per un valore speciale ( ma qualunque ) di a in un 
certo intervallo (a,b) ( gli estremi al più esci.), gode della 
proprietà che per t compreso fra a — a e b — a e discosto da 
zero più di 8 (s diverso da zero e positivo ma arbitrariamente 
piccolo) è sempre numericamente inferiore a un numero finito 
(variabile con e) qualunque sia n, e lo stesso accade per V in- 

tegrale / 0(t,oL^hn)df anche quando t si accosta indefinitamente 
JO 

a zero; e se di più per n^^oo questo integrale, considerato per 

ogni valore di t diverso da zero e compreso fra a — a e b — a, ha 

un limite determinato e finito x (^ ) <^he, come funzione di t, 

fuori del punto ^=0 è anche continuo e ammette una derivata 

parziale -^ finita e atta all'integrazione anche fra a— a e b — a, 

allora x( ~a , +0) e / (a , +0) avranno certamente un signi- 

Jrt . 

) 9 (^a,AH)--T^ i dt=^aL^-{ 0) 
( ^^) 

per t positivo e lim. / |0(f , a , AJ -— ^| d t= x( a, — 0) per 

t negativo, per modo che si potrà intanto esser certi che, 
considerata per ogni valore speciale di a fra a e 6 ( a e fr al 

più escL), la funzione 6(^,a, AJ — -^ figurerà come una delle 
funzioni f(^,A) del cap. III. 
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b 



Ne segue evidentemente che se la funzione 8(/,a,A„), oltre ad 
avere le indicate proprietà, gode anche dell'altra che, considerata 
per ogni valore speciale (ma qualunque) di a fra a e ò, tranne 
tutt' al più pei punti estremi a e 6 e per un gruppo di punti 
finito o infinito ma di prima, specie fra a e 6, la funzione x(a»0» 
come funzione di ^ fra a —a e 6 — a , ammette sempre una 
discontinuità (che sarà necessariamente ordinaria) per <=0, 
allora la indicata funzione 9(^, a , Ah) condurrà sempre a una 
rappresentazione analitica delle funzioni f{x) che fra aeb sono 

atte alla integrazione insieme alla funzione ^^ 

e questa rappresentazione analitica varrà pei soliti punti a fra 
o e 6 pei quali sono soddisfatte le condizioni del §. 39, e sarà 
della forma : 



;) 



/• 9(a;— a,a,Ao)— — y(a,ar— a) <» r 

Ja X{x , +0) -x(^ , -0) ^"^JJ^ ^ 5((a:,+0)-x(^,-0) 

Questa osservazione generale, di cui in sostanza già fa- 
cemmo una speciale applicazione pel teorema del §. 64, ci sem- 
bra di importanza grandissima , poiché , preso arbitrariamente 
uno sviluppo e formata la funzione 0(^ , a , hn) corrispondente 
col fare la somma dei primi n termini dello sviluppo ec., le 
condizioni poste sopra, alP infuori di quella relativa alla discon- 
tinuità di x(^)0 P^^ ^=0, saranno ordinariamente soddisfatte; 
e quindi basterà ordinariamente limitarsi a verificare se questa 
condizione sulla discontinuità di x(^ ^ ^) è o nò soddisfatta per 
decidere se il dato sviluppo di f{x) , o quello che se ne deduce 
coir aggiungere un divisore xC^+O) — x(^~l"^) sotto gli inte- 
grali dei varii termini ec. è o nò possibile, quando questa fun- 
zione f{x) soddisfa a una delle condizioni del §. 39 ec. 

144. Ed è degno di nota che anche con questi processi 
generalissimi gli studi per la ricerca della possibilità di svi- 
luppi di forma data per le funzioni in un certo intervallo (a, ft), 
quando nei termini di questi sviluppi la funzione f{x) figura 
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soltanto a moltiplicatore sotto un integrale che è esteso fra 
a e 6 , si riducono sempre a uno studio che dipende soltanto 
dalla forma dello sviluppo, senza dipendere affatto dalla natura 
della funzione f {x) da svilupparsi, e a uno studio che è rela- 
tivo a questa funzione e che si fa colle considerazioni gene- 
rali del cap. III. 

E cosi per esempio, se si tratterà di sviluppi della 

00 rb 

forma V -^h H^ (a) ove A„ ==» / f{x) K^ {x) dx^ il primo di 

1 Ja 

questi studii si ridurrà sempre a esaminare la serie 
co ri 00 

2 H„ (a) 1 Kh (a + 1) dt (che risulta da quella data \ An H„(a) 

sopprimendo sotto Tintegrale che figura in A« la funzione f{x)^ 
e cangiandovi x in a-^-t , e i limiti a e 6 in e /), e ad esa- 

n ri 

minare al tempo stesso la somma \ H^ (a) / K^ (a+O ^^ ^®ì 

1 ^0 

primi n termini di questa serie insieme alla sua derivata 

n 

V H» W ^n (a + » ^^^^ vedere se queste tre quantità pos- 
T 

sano o nò considerarsi respettivamente come quantità x(^ ; 0; 

/ 

8 (f , a , Aw) d^, 9(/, a, A„) dotate delle proprietà dette sopra . 


E quando queste particolarità si trovino verificate, allora si 

00 

potrà affermare che la serie A (a) + ^ ^\t Bffi («)i ove 



X 



rappresenta /"(a) per tutti quei punti a fra a e & pei quali 
si troverà che f{x ), x(^»+0) e xC^ — 0) sono finiti e continni, 
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e f(x\ e x(^»+^)"~X(^»"hO soddisfano a una delle condizioni 
del §. 89. ec. 

Così pure, trattando per es. degli sviluppi dei §§. 57 o 58, 
si esaminerà prima se la serie (6) o (7), ove sia soppresso il ter- 

mine / ^ì^ol^Hq) dt^ e le funzioni Em,« (o;) , o i coefficienti p^^ 

e la funzione F(x) siano presi nel modo che si crede meglio, è o 
nò conyergente, e se la sua somma può o nò considerarsi come 
una delle funzioni -/jia , t) qui indicate, per le quali x(a i — 0) , 
e x(^i ~|-0) sono differenti fra loro, ec; e nel caso affermativo, 
se (come ordinariamente accadrà ) si troverà anche che qualun- 
que sia n la somma dei primi n termini di questa serie, per 
ogni valore di t fra a — a e b — a, e le somme (5) o (8), ove sia 
tralasciato il termine ^t , a, Aq), pei valori di t discosti da zero 
più di 6 ma compresi sempre fra questi limiti a — a e b — a 
sono sempre numericamente inferiori a un numero finito, allora 
si concluderà senz* altro che gli sviluppi (3) o (9) sono appli- 
cabili alla funzione f{x) nei soliti casi del Gap. Ili , quando 

si prenda 9(0; — a,a,AQ) = — — xC^i^c — a), e si cangi 

X 

Questi sviluppi però, per la presenza del primo termine, 
non soddisfaranno spesso alla condizione di essere rappresen- 
tazioni di forma data della funzione f{x)\ ma ciò non toglie 
che essi possano avere una importanza grandissima, in quanto 
possono servire a dare per tutti punti di un certo intervallo 
(a, 6) una unica rappresentazione analitica di una funzione f{x) 
che sia data arbitrariamente in queir intervallo (a , 6) . 

I)è si deve tralasciare di notare che in certi casi le indi- 
cate verificazioni potranno riuscire decisive soltanto quando i 
termini della serie che si considera vengano presi o aggrup- 
pati in un modo determinato, e allora la validità dello sviluppo 
potrà assicurarsi soltanto quando i suoi termini si ordinino o 
si aggruppino in quel dato modo. 
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Di questa osservazione del resto noi ci valemmo già per 
gli sviluppi trigonometrici dei §§. 81 e seg.; e può dirsi che 
ce ne siamo valsi tacitamente anche per quelli in funzioni 
Jacobiane dei §§. 118 e seg., giacché da tutto il processo ivi 
seguito apparisce che i termini di tutti questi sviluppi s^ in- 
tendono sempre aggruppati due a due, riunendo quelli corri- 
spondenti alle radici conjugate X^ o X ^ , e poi s^ intendono 
presi questi gruppi nelP ordine naturale secondo cui crescono 
i moduli di queste quantità X^ o X'^. 

' 145. Aggiungiamo inoltre che se (come appunto avviene 
sempre nei casi particolari da noi studiati ) la funzione 
^ ( X — a,»,^^) che si ha da considerare è della forma 
F{x) ^( ^ , a y A^ ), ove ^(^ , oc , A„) è simmetrica rispetto ad x 
ed a a, e ¥{x) è senza infinite oscillazioni, ed è finita continua 
e diversa da zero per tutto tranne tutt^ al più in punti ecce- 
zionali, allora, avendosi: 

si vede chiaro che se in questi casi, quando a non è un estre- 
mo del solito intervallo (a , 6) ed è un punto intemo delPinter- 

rb' 

vallo (a' ,6'), si ha lim 1 y(a?-— a\'a,A„) do? = G(a) + G|(a), si 



avrà anche lim / f(a? — a,a,An)c{a = Gt(a?) + ^\{x) tutte le 

volte che T intervallo d^ integrazione , che ora deve avere nel 

suo intemo il punto a?, non comprende punti a nei quali F(a) 

presenti qualche singolarità. 

Similmente se a? è per es. l'estremo inferiore a' dell'integrale, 

rV 
e6'>a?, si trova che insieme a lim / 9(a — a;,ar,^„)da=G(ar) 

rV 
si ha anche lim / y(a?— a,a,AJcfat=Q(a?); e se a? è esterno all'in- 
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tervallo («',&')? s^ trova che insieme a lim / ^ (a — x , x , hn)doL= 0, 

si ha lim / ^{x — a , a , A«) (2 flt=0 , ec, 

146. Del resto poi è facile vedere in generale che se 
( come ordinariamente accade) f{x — a , a , Ah) considerata come 
funzione delle due variabili a? e a è finita e continua in un 
campo ove queste variabili possono prendere tutti i valori da 
a a &, o almeno, più generalmente, è tale che per a^c<ji^b 

Xd rd 
doL I f(a:,ot,a,A»)dj? 

possono invertirsi, allora quando si trovi che per un dato 

intervallo d^ integrazione ( a' , ò' ) che è tutto o parte di 

rb' 
: ( a , 6 ), si ha lim 1 ^{x — a,a , A„)da:=^G(a) -f- G|(a), 



lim / y(a? — a , a, A«)ia = H(a:)4-Hj(.r), le due funzioni 



e 



G (x) -j- G^ {x) e H (r) -}- H| (x) , supposte atte alla integra* 
zione , o saranno uguali fra loro in ogni punto dì {a' , b') , 
come nel caso precedente , o tutt^ al più differiranno fra loro 
soltanto per una funzione d'integrale nullo; e ciò tutte le volte 
che, considerati per ogni valore speciale di n separatamente, gli 
integrali precedenti siano finiti per ogui valore di a o di a; 
nell'intervallo d'integrazione, e al tempo stesso in ogni por- 
zione comunque piccola dell'intervallo (a ,6'), o (a'+£» ^' — s) 
( s diverso da zero e positivo ma arbitrariamente piccolo ) vi 
siano dei punti a? o a pei quali al crescere indefinito di n gli 
integrali medesimi convergono in ugual grado verso i loro limiti 
respettivi G(a) + (}^{a) , H(.r) + U^{x) . 

Prendasi infatti una porzione qualsiasi (aj , i^) dell'inter- 
vallo ( a' , 6' ) , e considerando 1' integrale doppio 

I da I ?(a?— a, a,fc„)dir, si indichi con 4»h,x l'integrale 
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/ ^( X — a , a , An ) ^^ , e si osservi che, per le nostre ipotesi, 

in ogni porzione dell' intervallo (a^ -}-" ^ , h^ — e) esisteranno dei 
punti a pei quali T integrale (pn)% considerato per qualsiasi va- 
lore di n superiore a un certo numero finito n^ differisce da 
G(a) + Gi(ot) nieno di un numero piccolo a piacere o. Pren- 
dendo allora un valore qualunque di n superiore a Mq , e 
immaginando scomposto l'intervallo («4+6,6^—6) in un nu- 
mero finito d'intervalli parziali 8| , 8j , . . , 8p , potremo sempre 
trovare in questi intervalli dei punti a^ ,a3,..,ap pei quali la 
indicata condizione sia soddisfatta; e basterà che questi intervalli 
sieno presi abbastanza piccoli perchè si possa anche affermare 

che l'integrale / 4^M,ada differisce dalla sonuna T S«ÓMf y« e 

P 
quindi anche dall'altra V 8, [.G(at) + ^iCat)] meno di quel nu- 

1 
mero che più ci piace 0'. 

Ma evidentemente, se le S| , 82 i • • ) Sp sono abbastanza 
piccole, l'ultima somma differisce tanto poco quanto si vuole 

dall'integrale / [Q(a) +Gj(a)]da; e d'altra parte, se s è sufficien- 
temente prossimo a zero, questo e l'altro integrale f i^^^^ d a, 
differisconotanto poco quanto si vuole dai due / [G(a)-|-Gj(a)]da, 



À due / [G(a; 

I c|)n,2c<2a; dunque, poiché l'ultimo integrale non è altro che 

r integrale doppio j da j ^(o?— a,a , h^)dx^ si può asserire 
intanto che il limite per »=oo di questo integrale doppio esi- 

ste ed è l'integrale semplice / [G(a) + G (a)] rfa. 

•'ai 
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D^ altra parte, invertendo le integrazioni , si trova anche 
che lo stesso integrale doppio ha per limite P integrale sem- 

plice / [H (a?) -|- H| (a;)] d 0? ; dunque sarà evidentemente: 

\{x) + Qlx)^àx=\ [ H(x) + H/o:) ] (i or, 

qualunque sia la porzione che si considera {a^ , 6|) di {a* , V), 
e questo dimostra appunto quanto enunciammo sopra. 

Questo risultato si estende subito anche al caso in cni 
alcune delle varie condizioni poste sopra non si (rovino sod- 
disfatte fra a e V altro che negli inter alli che restano dopo 
di avere escluso con intorni arbitrariamente piccoli un gruppo 
finito o infinito di punti di prima specie; bastando per fare 
questa estensione V applicare i soliti processi con considerare 
successivamente il caso dei gruppi di punti di prima specie e 
degli ordini 0, l^ 2«, 3®, . . , v— 1, v, ec. 
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